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Poglavje 1

Navadne diferencialne enacbe (NDE)

1.1 Uvod

1.1.1 Diferencialne enacbe v fiziki

Vecina osnovnih enacb v fiziki je zapisana v obliki diferencialne enacbe. Za primer vzemimo kar

2. Newtonov zakon za premo gibanje
F

a=—.
m
Gibanje opiSemo, ¢e povemo, kako se hitrost in lega spreminjata s casom. Velja
4 dv d2x
dt de?
in Newtonov zakon za neznanko x zapisemo kot
d*x _F
ae = I

Neznanka je ,skrita” v drugem odvodu, zato taksni enacbi pravimo diferencialna enacba. Ker na-
stopa drugi odvod, je enacba drugega reda.
Ce je sila konstantna, reSitev Ze poznamo; gre za enakomerno pospeseno gibanje z resitvijo

o(t) = ft+ovy,  x(t) =1ft*+opt+xp. (1.1)

(Namesto f seveda lahko zapisemo kar pospesek a.)

TeZava se pojavi, Ce sila ni konstantna, ampak odvisna od hitrosti, lege ali ¢asa. Zgled za silo,
odvisno od hitrosti, je bodisi linearni upor (F, = 67ryv za kroglico) bodisi kvadratni upor v sred-

stvu (F, = 3c,pSv?); zgled za silo, odvisno od lege, je proZnostna sila F = —kx ali gravitacijska
sila med dvema telesoma F; = Gmymy/ 2.V splosnem torej lahko zapiSemo

d’x  F(v,x,t) dx

= m (dt’x’ t) ' 12

pri ¢emer smo v zadnjem koraku hitrost zapisali kot odvod lege po ¢asu. Zapisali smo splosno
obliko enacbe 2. reda. Enacba povezuje drugi odvod odvisne spremenljivke (v naSem primeru je to

5
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lega x) s prvim odvodom odvisne spremenljivke, odvisno spremenljivko in neodvisno spremen-
ljivko (v naSem primeru je to ¢as t). V nadaljevanju bomo zapis posplogili na enacbo n-tega reda,
ki povezuje n-ti odvod odvisne spremenljivke z neodvisno spremenljivko, odvisno spremenljivko
in njenimi odvodi do n — 1-tega odvoda.

V enostavnih primerih — obravnavali jih bomo v naslednjih poglavjih — je mogoce reSevanje
diferencialne enacbe prevesti na integriranje. V splosnem pa to ni mogoce in uporabiti moramo
standardne prijeme za reSevanje diferencialnih enacb. Nekaj teh si bomo ogledali v nadaljeva-
nju. A ti prijemi delujejo le za posebne oblike NDE. Ko odpovedo, se zatetemo k numeri¢cnemu
reSevanju.

Pri numeri¢nemu reSevanju je dobrodosla nekoliko drugac¢na oblika zapisa enacbe. Poleg lege
vzamemo za odvisno spremenljivko Se hitrost in zapiSemo:

Ccllzt) = f(v,x,t), (1.3)
% = 0. (1.4)

Druga zapisana enacba je pravzaprav definicija hitrosti. Formalno pa lahko zapis obravnavamo
kot sistem dveh enacb prvega reda za dve (odvisni) spremenljivki.

1.1.2 Sistemi NDE

Sisteme linearnih enacb sre¢amo v fiziki tudi pri zapisu enacb gibanja v dveh ali treh razseznostih.
V tem primeru zapiSemo Newtonov zakon z vektorji

V ravnini zapigemo vektorje s komponentami 7 = (x,y) in F = (Fy, F,). Koordinati x in y sta sedaj
dve odvisni spremenljivki in naloga zahteva, da za obe pois¢emo ¢asovno odvisnost. Dobimo dve
enacbi drugega reda:

d2x dx dy
az = fr (m'ou'x'y'f>' (19
d?y dx dy
ae = I (awawx'y'f>- (16

Enacbi sta sklopljeni, saj (prva) enacba za x vsebuje tudi spremenljivko y in njen odvod, prav
tako kot enacba za y vsebuje x in njen odvod. Podobno kot smo to naredili na koncu prejSnjega
razdelka, lahko tudi vsako od teh enacb zapiSsemo kot sistem dveh enacb prvega reda za Stiri
neznane koli¢ine x, y, vy, vy.

do

dtx = fx(UX/vy/x/y/ t)/
dt - X7

doy,

dt = fy(UX/vy/x/y/t)/
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dy

0Dy -
dt y

(1.7)

Za zgled vzemimo poSevni met z upoStevanjem zra¢nega upora. Sila je v tem primeru odvisna
od kvadrata hitrosti F, = Jc,pSv?>. Ampak silo moramo zapisati kot vektor. KaZe v nasprotni
smeri hitrosti, torej

Fy = Lc,pS0? (—g) = —5CupSvT = —5cupS, [V} + 0} (vx,0y).

V vodoravni smeri je to edina sila:

- _cupS
fr = —ky\/0} + 0] vx, k= o

v navpi¢ni smeri pa deluje Se teza mg v smeri navzdol:

fy=—8—ky/vi+vjvy.

Izraza vstavimo v (1.7) in dobimo priro¢no obliko, primerno za numeri¢no reSevanje.

1.1.3 Zacetni pogoji

Ze iz oblike regitve najbolj preproste enatbe 2. reda vidimo, da je reditev odvisna od dveh pa-
rametrov vg in xp; ¢e izberemo drugac¢no zacetno hitrost ali odmik, dobimo drugaéno reSitev za
¢asovno odvisnost hitrosti in odmika. Ce hotemo torej dobiti enoli¢no resitev, moramo pri pro-
blemu povedati njuni vrednosti. Navedemo zacetna pogoja. V nekoliko bolj formalni obliki, ko
namesto hitrosti piSemo odvod odmika, lahko pogoja zapiSemo:

ax(t)
dr o = 7o, (1.8)
x(t=0) = xp. (1.9)

Da bo resitev enoli¢na, moramo torej poznati funkcijo in njen odvod ob zacetnem ¢asu (obicajno
je to kar ¢as 0). Zato govorimo o zacetnih pogojih.

Zgornji razmislek velja za enacbo drugega reda. V sploSnem velja, da moramo navesti toliko
zacetnih pogojev, kolikor je red enacbe. Pri enacbi prvega reda zados¢a en sam pogoj: navesti
moramo le vrednost spremenljivke ob zaletnem ¢asu.

1.1.4 Klasifikacija NDE

e red enacbe: Kot smo Ze povedali, red enacbe doloca najvisji odvod.

e homogene in nehomogene enatbe: Ce v enacbi ne nastopa ¢len, ki bi vseboval le neodvisno
spremenljivko, pravimo, da je enacba homogena; e je prisoten tak ¢len, je enacba nehomogena.
V primeru enacbe (1.2) pomeni, da v primeru homogene enacbe nastopajo le sile, odvisne
od hitrosti in/ali odmika; ¢e se pojavi Se sila, ki je odvisna od ¢as (lahko je tudi konstantna),
pa je enatba nehomogena/
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e linearne in nelinearne enacbe: Ce se v enatbi pojavlja odvisna spremenljivka in njeni od-
vodi linearno (tj. v prvi potenci), je enacba linearna, sicer je nelinearna. Ce je v primeru
Newtonovega zakona sila odvisna linearno od odmika — tako kot pri proZznostni sili — ali
od hitrosti — kot pri linearnem zakonu upora — je enacba linearna; v primeru kvadratnega
upora, pa je nelinearna.

Za linearne enacbe veljata pomembna lastnosti:

— Poljubna linearna kombinacija resitev linearne NDE je tudi resitev enacbe.

— Splosno resitev linearne NDE n-tega reda zapisemo kot linearno superpozicijo n bazic¢nih resitev.
Zgled: bazi¢ni resitvi Newtonovega zakona za nihanje sta x1(t) = sin(wt) in x(f) =
cos(wt). Splosno resitev torej zapisemo kot

x(t) = Asin(wt) + B cos(wt)

pri ¢emer sta A in B poljubna koeficienta. Dolo¢imo ju iz zacetnih pogojev.

1.1.5 Nekaj splosnih lastnosti NDE

V tem razdelku bom neodvisno spremenljivko pisali kot x, odvisno (iskano funkcijo) pa z y.

e Splosna oblika

d” d d2 dn—l
dyn(xx) =F <x,y(x), Zl(xx) (x), (i/z(xX)""' dnyl(;)> (1.10)

n ... red NDE

Linearne enacbe:

n 2 n—1
o R % . o9 £ 1
(1.11)
e Homogena NDE
f(x)=0 (1.12)
¢ Nehomogena NDE
fx) #0 (113)

Linearne enacbe s konstantnimi koeficienti: Vsi koeficienti & v (1.11) so neodvisni od x

dy(x) Ay ), dy)

drx + 1 di—1x T2 g2y T ax

(x) +aoy(x) = f(x) (1.14)
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e Zacetni pogoji: Enoli¢no resitev enacbe doloca n zacetnih pogojev (1 je red NDE). Obicajno
jih zapiS§emo v obliki

y(x=x0) = wo
dy(x) _
dx X=Xq B yl
dy(x)
dzx X=Xo N yz
d"y(x)
Taix |, o
X=Xq
Za xg lahko pogosto izberemo kar 0.
1.1.6 ReSevanje NDE
e Prevedba na integral: NDE oblike
dy(x) _
" = fyg() (1.15)
lahko takoj prevedemo na integral
y(x) dy /x
— = x)dx (1.16)
w T S

Zatetni pogoj je vsebovan v spodnjih mejah integralov na desni in na levi: y(xo) = yo.

e Linearna homogena NDE s konstantnimi koeficienti: Izberemo nastavek e)‘x, vstavimo v
NDE in dobimo navadno enacbo n-tega reda za parameter A

Aty g A 4 A+a A4+ ag =0 (1.17)

Enacba je vedno resljiva v kompleksnem, dobimo 7 reSitev za parameter A, bazi¢ne resitve

SO
pi(x) = M i=1,...n. (1.18)

Splosno resitev zapiSemo
y(x) = AyeM 4 Are™ + AzeMT .+ Ay et (1.19)
Koeficiente A; dobimo iz n zacetnih pogojev.

e Linearnanehomogena NDE: ResSitev napiSemo kot vsoto reSitve homogene enacbe (t.j. enacbe
brez nehomogenega ¢lena f(x)) in partikularne resitve nehomogene enacbe:

y(x) = yu(x) +yp(x) (1.20)

Yp(x) je katera koli resitve nehomogene enacbe in v splosnem ne zados¢a zacetnim pogojem.
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Za nehomogeno enacbo s konstantnimi koeficienti reSitev zapisemo
y(x) = A eM¥ + Are™ + Aze™ .+ Ay et 4 yp(x) (1.21)

Koeficiente A; dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Koeficiente dolocimo sele po tem, ko smo Ze dodali
partikularno resitev.

Partikularno resitev bodisi uganemo bodisi uporabimo katero od bolj sofisticiranih metod, ki bodo
predstavljene kasneje.

e Numeri¢ne metode

1.1.7 Zgledi

e Resevanje nehomogene NDE s konstantnimi koeficienti

y' =4y —3y+1, y(0) =0, ¥'(0)=0. (1.22)

Ugotovimo, da gre za enacbo 2. reda, linearno, nehomogeno (f(x) = 1
koeficienti. Homogeni del, y’ — 4y’ + 3y = 0 re$ujemo z nastavkom y(x)
kvadratno enacbo za A:

) s konstantnimi
= e, Dobimo

A2—4A43=0, (A-3)(A—-1)=0, A =3, A =1. (1.23)

Dobimo dve bazi¢ni resitvi y1(x) = 3 in y2(x) = e, in splo$na resitev homogene ima
obliko
y(x) = Ae®* 4 Be” (1.24)

Partikularno resitev nehomogene enacbe ugibamo, poskusimo kar z nastavkom y,(x) = a.
Ker sta prvi in drugi odvod konstante enaka 0, dobimo

3a=1, yp(x) = 3 (1.25)
Splosna resitev ima torej obliko
1
y(x) = Ae® + Be* + 3 (1.26)
Koeficienta A in B dolo¢imo iz zacetnih pogojev:
1 1
y(x),y = Ae*+Be*+-| =A+B+5=0,
3|0 3
v (x)|,_, = 3Ae™+Be'| _,=3A+B=0.
Hitro ugotovimo A = % inB = —%, torej
1 1 1
y(x) = e — Ze' 4+ . (1.27)
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1.2 NDE1. reda

1.2.1 Zgledi za enacbe 1. reda

e Zaporedno vezana kondenzator in upornik: ZapiSemo 2. Kirchhoffov izrek U, = Uc +
Ug. Vemo Uc = ¢/C in Ug = IR. Enacbo Uy = Uc + Ur odvajamo po ¢asu

dlg(t) 1 de dI

=—=—+R—. 1.2
a ~ca T ta (1.28)
Upostevamo % = I, preuredimo in dobimo
dl 1 1 dUg(t)
E*EI—E T (1.29)

e Zaporedno vezana tuljava in upornik: Zapisemo 2. Kirchhoffov izrek U, = UL + Ug.
Vemo U; = L % in Ug = IR. Preuredimo in dobimo

dl R 1
T l= U, (1.30)

1.2.2 Variacija konstant v primeru NDE 1. reda

Resitev nehomogene linearne enacbe 1. reda

dy
— = 1.31
ax TR =1) (1.31)
zapiSemo kot vsoto reSitve homogene enacbe in partikularne resitve
y(x) = Ae P  +yp,(x). (1.32)

Partikularno reSitev dobimo v splo$nem z variacijo konstante A; pri tem dopustimo, da je A od-
visna od x:

yp(x) = A(x) e P, (1.33)
Nastavek nesemo v (1.31) in po preureditvi dobimo
dA(X) _ Bx
dx - f(x> e 7 (134)
z resitvijo
Ax) = /f(X) ePdx  in  yp(x)=e P /f(x) ePrdx, (1.35)

pri tem konstanto C, do katere je integral nedolocen, postavimo na 0, saj zados¢a, da najdemo
katero koli reSitev partikularne enacbe.

Zgled: Na zaporedno vezana kondenzator in upornik priklju¢imo na izmeni¢no napetost U, =
Up sinwt. Za ta primer smo izpeljali:

I 1 1 dU
d7+71277g:

Uo
i T re R dr cos wt . (1.36)
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Partikularno resitev dobimo iz (1.35)
U
I(t) =e P % /COS wtePdt, B=—=. (1.37)

V matemati¢nem priro¢niku (ali kako drugace) najdemo

Bt bt
tefldt = ——— t+ wsinwt) = ——— sin(wt + ), 138
/cosw e Py (B cos wt + w sin wt) N sin( ) (1.38)

pri ¢emer smo vpeljali cosd = w//w? + B insind = B/+/w? + p?, 0z. tand = B/w. Konéno

w o sin(wt +6) = G

Ryws+p° R2+ (L)

I(t) = sin(wt +9) . (1.39)

Izraz Z = \/R* + (i)2 je impedanca zaporedno vezanih R in C. Splosna reSitev naSe naloge je
tore;j:
—Bt UO .
I(t) =Ae P+ sin(wt +9) . (1.40)
2 1)2
R+ (gc)

Konstanto A dolo¢imo iz zacetnega pogoja. Prvi ¢len (tj. reSitev homogene enacbe) postane po
dovolj dolgem ¢asu zanemarljivo majhen in ostane le partikularna resitev. Prvi ¢len ustreza t.i.
prehodnemu pojavu.

1.3 NDE 2. reda

1.3.1 Prevedba na integral

Kot zgled vzemimo 2. Newtonov zakon za premo gibanje

d’>x  F(t,x,v) _
T f(t,x,0). (1.41)

Enacbo lahko prevedemo na integral v primerih (glej Matemati¢ne metode v fiziki I):

o f=f(t): t t

o(t) :/0 Fdt+oy,  x(b) :/0 o()dt + xo. (1.42)
o f=f(v) . .

&= f), /vof(v):/dt, G(v) = t. (1.43)

o(t) = G (1), x(t) = /tv(t) dt + xo. (1.44)
0
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o f=f(x)
Wt Foo, w=2 0Ty (145)

/Uvdv:/xf(x)dx, 1@ —-03)=I(x), o=%=/F+2I(x), (1.46)
x dx t 1
[ == [a, dw=t, x=g"0), o)=S". a4
Yo 4 Jvd 4+ 27 (x) 0

Na integral lahko prevedemo $e izraze tipa f(v,t) = g(v)h(t), a ti primeri niso fizikalno zanimivi.

1.3.2 Linearna NDE s konstantnimi koeficienti

Splosno enacbo te vrste zapiSemo v obliki

d%s ds 2

Zgled iz mehanike: Na vzmeti s konstanto k visi kroglica z maso r radijem r. Kroglico po-
topimo v viskozno teko¢ino z viskoznostjo 77; odmaknemo iz mirovne lege in spustimo. Velja
Newtonov zakon:

d?x dx
ma = Fy — F, — kv — 6mtryo, mﬁ+6nrna+kx:Fg—Fy. (1.49)
Enacbo delimo z m in identificiramo (s = x):
_ 3mry » k _F-FK
= p— wy = f(t) = p— (1.50)

Zgled iz elektrike: Na zaporedno vezane kondenzator, tuljavo in upornik priklju¢imo vir z
gonilno napetostjo Uy (t). Drugi Kirchhoffov izrek pove

e dI
llg—E%—Laﬁ-RI. (1.51)

Enacbo najprej odvajamo, nato pa delimo z L. Po preureditvi dobimo

&I Rdl 1. 1dU

al, Rdl _ 1 d% 152
e T e T L @ (1.52)

Identificiramo

— 2 _ —
b=5r =1z f)=725 (1.53)
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1.3.3 Resitev homogene linearne NDE s konstantnimi koeficienti

Homogeni del (1.62) regimo z nastavkom e*. Dobimo kvadratno enatbo za A z reitvijo

A 4+2BA+wi=0, Ap=-BE/p—uw}. (1.54)

Lociti moramo primere

o B> wy (nadkriticno duSenje) Obe reSitvi sta negativni, A1, < 0, splosno resitev za s zapi-
Semo kot
s(t) = AeM! 4 Be!, (1.55)

Parametra A in B dolo¢imo iz zacetnih pogojev, tj. odmika in hitrosti ob za¢etnem c¢asu.

o B < wo (podkriticno dusenje) V tem primeru ni resitve za A v realnem obsegu; obstaja pa
reSitev v kompleksnem:

Mo = —B+id, w' = \/wk — B? (1.56)
in reSitev zapiSemo kot
s(t) = A/ PN 4 Blel-Piw)l — e Pl (Alet 4 BleTi). (157)

Zanimajo nas samo realne re$itve, kar pomeni, da sta koeficienta A" in B’ kompleksna, a
izbrana tako, da je konéni izraz realen. Upostevamo e** = cos z +isin z in dobimo

s(t) = e P (A'(cosw't +isinw't) + B'(cosw't —isinw't))
e PI((A'+ B')cosw't +i(A' — B')sinw't).
Izberemo A’ = 1(A —iB) in B’ = 1(A +iB), pri &emer sta A in B dve poljubni realni §tevili.
Dobimo
s(t) = e P'(Acosw't + Bsinw't). (1.58)

Resitev je realna. Parametra A in B dolo¢imo iz zacetnih pogojev, tako kot v prejSnjem pri-
meru.

o B=wp (kriticno dusenje) V tem primeru se zdi, da obstaja le ena sama bazi¢na resitev, e P,
a se lahko hitro prepri¢amo, da ena¢bo s + 28 s + p%s = 0 resi tudi nastavek t e P!, Splogna

reSitev je
s(t) = Ae P! f-bte P!, (1.59)
Zgled: Telo na zatetku odmaknemo za sy in spustimo. Zacetna pogoja sta s(t = 0) = sp in
v(t=0)=0:
s(t=0)=A=sp, (1.60)
o(t=0) = % = —BAe P 1 be P — Bpte P! L, = BA+Db=0, b=pA=ps

s(t) = sge PH(1+Bt). (1.61)
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1.3.4 ReSevanje nehomogene linearne NDE s konstantnimi koeficienti

Nehomogeno linearno enacbo 2. reda s konstantnimi koeficienti smo zapisali v obliki

d?s ds 2
@ +2ﬁa+wos —f(t) (162)
Splosno resitev je

s(t) = sp(t) +sp(t) (1.63)

pri Cemer je sy (t) resitev homogene enacbe in smo jo za razlitne primere (8 > wp, p < wp in
B = wo) zapisali v prejSnjem razdelku.

Tu se posvetimo iskanju partikularne resitve, sp(t). Metoda variacije konstant, ki smo jo spoznali
pri enacbah 1. reda je v tem primeru zamudna, in je ne bomo obravnavali. Ogledali si bomo dva
posebna primera, ko je f(t) konstanta in ko je f(#) harmoni¢na. Drugi primer lahko s Fourierevo
metodo razsirimo na poljubno funkcijo f(f).

Konstanta f(t) = fp

V tem primeru poskusimo z nastavkom s(t) = s'(t) + so. Nastavek vstavimo v (1.62) in dobimo

dzs’ ds’
ir +28 i + w3 (s +50) = fo, (1.64)

saj konstantni ¢len sy pri odvajanju odpade. Ce za sg izberemo

_f
2

) (1.65)
)

50

se nehomogeni ¢len fy okrajsa s w? so na levi, in ostane homogena enaéba za s'(t). Vidimo, da je v
tem primeru (1.65) kar iskana partikularna resitev.

V posebnem primeru nihala na vzmet je fo = F/m, pri ¢emer je F konstantna sila, ki deluje na
telo na vzmeti (recimo teZa F; ali razlika teZe in vzgona. Tedaj velja
_fo F F

L= = (1.66)

50
2 V4
w§ mwj k

sajje w3 = k/m. Izraz F/k je ravno raztezek vzmeti, ¢e nanj deluje konstantna sila F. Pomeni, da
nihalo niha okoli nove ravnovesne lege; s'(t) je resitev homogene enacbe in ustreza odmiku nihala,
merjenem glede na novo ravnovesno lego.

Harmoniéna f(t)

Oglejmo si primera f(t) = fo coswt in f(t) = fy sinwt. Zunanja sila se torej sinusno spreminja s
krozno frekvenco w, Fy = mfj je njena amplituda.

Resevanje se bistveno poenostavi, ¢e enacbo reSujemo v kompleksnem in za nehomogeni ¢len
izberemo f(t) = fope “!. Ker je nehomogeni ¢len kompleksen, je tudi resitev za s(t) kompleksna.
Da bi razumeli pomen kompleksne reSitve, zapiSimo iskano partikularno resitev kot

s(t) = x(t) +1iy(t), (1.67)
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pri Cemer sta x(f) in y(t) realni funkciji. Izraz (1.67) vstavimo v (1.62). Dobimo (odvajanje po ¢asu
pisemo s piko):
X(t) +ig(t) +2Bx(t) +2i By(t) + wix(t) +iwdy(t) = foe ' = fy coswt —1i fy sinwt, (1.68)

saj so i, B in wy konstante. Kompleksna enacba zahteva, da je enakost izpolnjena posebej za realni
in imaginarni del. Dobimo dve enacbi

X(t) +2Bx(t) +wix(t) = focoswt, (1.69)
i(t) +2By(t) +wiy(t) = —fosinwt. (1.70)

Realni del kompleksne resitve (tj. funkcija x(t)) je partikularna resitev enacbe (1.62), pri kateri
za nehomogeni ¢len vzamemo f(f) = fy coswt, imaginarni del (y(t)) pa partikularna resitev z
nehomogenim ¢lenom — f sin wt.

Enacbo _
§(t) +2B8(t) + wls(t) = foe @t (1.71)
redujemo z nastavkom s, (t) = ue !, pri emer je u kompleksno $tevilo, neodvisno od ¢asa. Velja
§(t) = (—iw) ue “in §(t) = (—iw)? ue 1t = —w? ue !, Dobimo

—w?ue " —2ifw ue W + w3 ue W = fye v, (1.72)

Casovno odvisni &len e se okrajsa in za u dobimo enacbo

fo _fo(wg—w2+21,8w)

_ , 1.73
Wi —w?=2ifw (Wi—w?)?+4p2w? 1.73)

u =

kon¢ni izraz smo dobili tako, da smo $tevec in imenovalec pomnozili s w3 — w? + 2ifw. Komple-
ksno Stevilo u zapiSimo v polarni obliki

y I
u=|ule’, |u| = Vuur, tand = %, (1.74)

pri cemer je Im u imaginarni del Stevila u (tj. ¢len, ki stoji pri i), Re u pa njegov realni del. Dobimo

fo 2pw
lu| = , tand = ———. (1.75)

\/(wg — W2)? 4+ 4B2 w§ — w?
Partikularna resitev (1.71) je tako
sp(t) = |u| e e = |u| e @0 — |y| cos(wt — ) —i|u| sin(wt — &) = x(t) +iy(t). (1.76)

Iz enacb (1.69) in (1.70) sledi, da je prvi ¢len partikularna resitev nehomogene enacbe z f(t) =
fo cos wt in drugi enatbe z f(t) = —fo sinwt.
Celotno reSitev enacbe
5(t) +2B3(t) + wis(t) = fo coswt (1.77)

torej lahko zapisemo kot

fo
\/(wé — w?)? 4 4p% w?

s(t) = e P (Acosw't + Bsinw't) + cos(wt —9); (1.78)
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enacbe
5(t) +2B5(t) + wis(t) = fo sinwt (1.79)
pa kot

s(t) = e P (Acosw't + Bsinw't) + fo sin(wt — 9) . (1.80)
\/(wé — w?)? 4 4p% w?

Fazni kot 6 dobimo iz (1.75). Homogeni del smo zapisali za primer wo > p; ¢e to ni izpolnjeno,
vzamemo eno od drugih dveh resitev, ki smo jih zapisali v prejSnjem poglavju. Konstanti A in B
doloc¢imo iz zacetnih pogojev.

Homogeni del v (1.78) in (1.80) po dovolj dolgem ¢asu t > B~! izzveni in ostane le drugi

¢len. Prvi ¢len (homogena reSitev) ustreza prehodnim pojavom, drugi ¢len (partikularna resitev) pa
vsiljenemu nihanju.

amplituda |u]|

w/Wo

fazni premik &

w/wo
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1.4 Sistemi NDE 2. reda

1.4.1 Sklopljena nihala

Omejimo se sisteme linearnih NDE 2. reda s konstantnimi koeficienti. Fizikalni zgled so sklopljena
nihala. Privzeli bomo $e, da so nihala nedusena.

Enostaven zgled za tak sistem sta dve telesi (jahaca) na zra¢ni dr¢i. Prvo telo z maso m; naj bo
z vzmetjo s koeficientom k; povezano z levim krajis¢em drce, drugo z maso m; pa prek vzmeti s
ko z desnim krajis¢em. Telesi poveZzemo (sklopimo) s tretjo vzmetjo s konstanto k’.

V splosnem sistem niha z ve¢ frekvencami, ki zaradi sklopitve niso enake frekvencam nesklo-
plienega sistema (v nagem primeru sta to frekvenci v/k;/mj in v/ka/ms). Ce telesi zanihamo na
to¢no dolocen nacin (tj. pri izbranih zacetnih odmikih in hitrostih), pa lahko dosezemo, da telesi
nihata z enako frekvenco. V tem primeru govorimo o lastni frekvenci, nihanje pa je lastno nihanje.
Sistem lahko niha na vec¢ lastnih na¢inov; v nadaljevanju bomo pokazali, da pri linearnem sistemu
nihal obstaja toliko lastnih nihanj, kolikor je v sistemu teles. Splosno nihanje sistema zapiSemo kot
linearno superpozicijo lastnih nihanj.

1.4.2 Sistem enacb v primeru dveh teles

ZapiSimo enacbi gibanja za opisani sistem na zra¢ni dr¢i. Prvo telo odmaknimo za s; iz njegove
mirovne lege, drugo za s, iz njegove mirovne lege; naj bo s; > s;, tako da je srednja vzmet
raztegnjena. Na prvo telo tedaj deluje sila prve vzmeti —kis; v levo (zato —) in sila srednje
vzmeti k’(sp — s1) v desno. Podobno ugotovimo, da deluje na drugo telo sila —kas; v levo in
sila —k'(sp — s1) prav tako v levo:

miay = —kisy+K (s2—s1),
myay = —kaso —K'(sp —s1). (1.81)
1.4.3 Iskanje lastnih frekvenc
Resitev za lastna nihanja iS¢emo z nastavkom
s1(t) = sp1 cos(wt + 1), s2(t) = spp cos(wt + 62), (1.82)

Ker is¢emo lastna nihanja, smo v nastavku vzeli, da nihali nihata z enako frekvenco w. Nastavek
vstavimo v sistem (1.81) in upostevamo

d2

a(t) = qp S0 cos(wt 4 61) = —w? sp1 cos(wt + 81) = —w?s1(t), (1.83)
—mlwz s1+ kisq —k/(SQ —Sl) = 0,
—1’1’12(,02 Sy + kpsy + k/(Sz — Sl) = 0. (1.84)

Dobili smo sistem dveh navadnih linearnih enacb za s; in s,. Sistem prepiSemo v matri¢no obliko

k1 + K — m1w2 —K
—K ko + k' — mpyw?

51

. (1.85)

10
10
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Sistem je homogen in za takSen sistem vedno obstaja trivialna reSitev, tj. resitev s; = s, = 0. Zanima
nas seveda netrivialna reSitev, ta pa obstaja le v primeru, ko je determinanta matrike sistema enaka
0:

¢ ki + K — mlwz —K

de —K ky + k' — mow

o | = (b + K — maw?) (ko + K — myw?) — kK> =0.  (1.86)

Dobimo enacbo:
mlmz(wz)z — (m1 (kz + k/) + mz(k1 + k/)) w? + kiko + (k1 + kz)k’ =0, (1.87)

ki je pravzaprav kvadratna enacba za w?. Hitro se lahko prepri¢amo, da ima ena¢ba vedno dva
pozitivna korena in da torej reSitev za w obstaja.

Ce imamo N linearnih nihal, lahko zaklju¢ek posplogimo. Enacbe za gibanje predstavljajo
sistem N sklopljenih NDE 2. reda. Lastna nihanja, ko vsa telesa nihajo z enako frekvenco w,
iS¢emo z nastavkom

si(t) = spi cos(wt + ;) (1.88)

kar na pripelje do homogenega sistema N algebrajskih enacb. Sistem ima netrivialno resitev, ko
je determinanta sistema enaka 0. Pogoj lahko zapigemo kot enatbo N-te stopnje za w?. Enacba
ima N regitev za w?; moé je dokazati, da so vse reSitve realne in nenegativne. Dobimo N lastnih
reSitev.

1.4.4 Lastna nihanja v primeru dveh enakih sklopljenih nihal

Poiskati moramo $Se resitve za s; in s, v primeru lastnih nihanj. Postopek ilustriramo na zgledu
dveh sklopljenih teles na dr¢i; zaradi enostavnosti pa vzemimo m; = my = mink; = ky = k.
Hitro se lahko prepri¢amo, da sta korena kvadratne enacbe za w? kar

k k + 2k’
w%:E in  wi= +m . (1.89)

Resitvi za s; in sp, ki ustrezata prvemu lastnemu nihanju, dobimo tako, da w% vstavimo v
sistem enacb (1.84). Prva enacba da:

—m; s1+ksy +K(sp—5s1) =0, K'(sy—s1) =0, Sp) =571. (1.90)

Druga enacba vodi do enakega rezultata, kar pa je posledica lastnosti, da so v primeru, ko je
determinanta sistema enaka 0, enacbe med seboj linearno odvisne. ReSitve (1.90) ustreza situaciji,
ko telesi nihata so¢asno z enako amplitudo. Resitev potem lahko zapisemo v obliki

sh(t) = Acoswyt + Bsinwit, sh(t) = si(t) = Acoswit + Bsinwit . (1.91)

Resitev za drugo lastno nihanje dobimo na podoben nacin. Prva enacba da:

k + 2K
—m

s1+ksy +Kk(sp—s1) =0, —k'sp —kKs; =0, S) = —57. (1.92)
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Pomeni, da v tem primeru nihali nihata z enakima amplitudama drugo proti drugemu. Splosno
reSitev za ta primer lahko zapiSemo kot

slll(t) = Ccoswyt + D sinwrt, sh(t) = —S{I(t) = —Ccoswyt — Dsinwyt. (1.93)

Kon¢no zapisimo Se splosno obliko resitve za poljubno nihanje prvega in drugega nihala. Kot
smo Ze povedali, je sploSna resitev kar superpozicija lastnih reSitev. V naSem primeru sledi

si(r) = si(t)+si(t) = Acoswit + Bsinwyt + C cos wyt + D sin wt,
sp(t) = sh(t) +s5(t) = Acoswit + Bsinwit — Ccoswyt — D sinwyt. (1.94)

1.4.5 Zacetni pogoji v primeru sklopljenih nihal

V primeru N sklopljenih nihal je resitev enoli¢no dolo¢ena z 2N zacetnimi pogoji: obicajno po-
vemo zacetni odmik in hitrost za vsako nihalo. V primeru dveh nihal na dr¢i torej iz zacetnih
pogojev dolo¢imo A, B, C in D v resitvi (1.94).

Recimo, da na zacetku prvo nihalo odmaknemo za sy iz njegove mirovne lege, drugo pa pri-
drZimo v mirovni legi in ob ¢asu t = 0 obe nihali hkrati spustimo. Velja

s1(0) = sp, $1(0) =0, s2(0) =0, $2(0) =0, (1.95)
od koder dobimo sistem enacb:
A+C=ygp, wiB+ wpD =0, A—-C=0, wiB —wipD =0, (1.96)
zreditvijp A = C = %so, B = D = 0. Resitev za prvo nihalo ima tako obliko
s1(t) = 3s0(cos wit + cos wrt) = spcos (U540 t) cos (T ¢) (1.97)

pri c¢emer smo upostevali zvezo cos a + cos f = 2 cos #cos#. Drugo nihalo niha kot

$2(t) = %so(coswit — coswit) = spsin (U590 ¢) sin (459 t) (1.98)

Dobili smo zna¢ilno utripanje. Pri funkcija, cos (“25“1 t), dolo¢a asovno spremenljivo amplitudo
nihanja (obarvana zeleno na sliki). Cas utripa je dolo¢en z ni¢lami funkcije:

w1 — wq 27T 1
—t ] =0, ty =t —t = = 1.99
o8 < 2 l) ! o ' (wI - wH) (VI - VH) ( )

Slika kaze primer zsp = 1, wy = 107 s linwy =97ms~ L. V tem primerujet, = 2s.

I

1 T T T

1|1
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1.4.6 Prosta (sklopljena) nihala

Poseben primer sklopljenih nihal so prosta nihala, to je nihala, ki niso pritrjena na okolico in se
lahko prosto gibljejo.

V naSem primeru dveh jahacev na zra¢ni dr¢i tak sistem dobimo tako, da odstranimo levo in
desno vzmet. Enacbe za prosta jahac¢a dobimo iz enacb (1.81)-(1.87), tako da postavimo k1 = ky =
0. Kvadratna enac¢ba za w? (1.87) ima potem obliko

mymy(w?)? — (my +mp)) K w? =0, (1.100)
Resitvi sta " ”
Wm0 i o mEmR K (1.101)
mymy m* (mq + my)

pri ¢emer smo vpeljali m* kot reducirano maso sistema dveh teles.

Pois¢imo $e resitvi za sq in s,. Ce vstavimo prvi koren w? = 0 v prvo enacbo (1.84) (za k; = 0),
dobimo s; = s;. Enacba za nihanje, § + w?s = 0 ima za w? = 0 obliko § = 0 in ji zados¢a katera
koli linearna funkcija ¢asa:

s1 =5y =a-+bt. (1.102)
Ce v enatbo (1.84) vstavimo drugi koren, aJIZI = w? = (my + mo)k' /mymy, sledi

k/
_lm A m)K e K —0, =M (1.103)
mo ma

in splosno resitev za drugo lastno nihanje lahko zapisemo v obliki

m m
slll = Acoswt + Bsinwt, 5121 = ——1 Acoswt— — Bsinwt. (1.104)

mo mo

Splosna resitev je je vsota obeh lastnih resitev,

s1 = a4+ bt+ Acoswt+ Bsinwt, (1.105)
S, = a-+bt— @Acoswt— @Bsinwt. (1.106)
my moy

voevv

Poglejmo, kako se pri takSnem splosnem gibanju giblje tezis¢e sistema. Velja

_ mM181 + mpsy
my + mp

s*(t)

=a+bt=s;+0t. (1.107)
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Tezis¢e se giblje le premo enakomerno in ne niha. Zato lahko parameter a v re$itvi za prvo lastno
nihanje interpretiramo kot lego tezis¢a ob ¢asu t = 0, b pa kot hitrost teZis¢a v*.

Moev v

Splosno gibanje nasega sistema smo razstavili na dve gibanji: gibanje teZis¢a in na nihanje

glede na teZis¢e, podobno kot smo splosno gibanje togega telesa razstavili na gibanje teZis¢a in na

vrtenje telesa okoli teZisca.

Pri poljubnem prostem sistemu sklopljenih nihal je ena od lastnih frekvenc vedno enaka 0;
tej frekvenci ustreza togo gibanje sistema kot celote. Ostalih N — 1 reSitev pa ustreza razli¢cnim
nac¢inom nihanja, pri katerih pa telesa nihajo tako, da je tezis¢e sistema vedno pri miru.

Zgled: Pri resitvi (1.105)—(1.106) vzemimo, da na zacetku jahaca mirujeta na zra¢ni dr¢i, ob
¢asu t = 0 prvega sunemo s hitrostjo vy proti drugemu. Vsak je na zacetku torej v svoji mirovni
legi: s1(0) = s2(0) = 0, prvi se giblje s hitrostjo vy, drugi pa miruje: ds;/dt = vy, dsp/dt = 0.
Dobimo

5100)=a+A=0, sz(O)ZQ—%A:O, 51(0) = b+ Bw = vy, sz(O):b—%Bw:O,
2 2

zreditvijoa = A = 0,b = myvy/(my + my), B = myvy/w(my + my).



Poglavje 2

Fourierova analiza

2.1 Fourierova vrsta

Funkcijo f(t), s periodo T, lahko razvijemo v Fourierovo vrsto

f(t) = % ag + Y g1 an cos nwot + by, sin nwot , wy = ZT” , (2.1)

2 T 2 T .
a, = ?/0 f(t) COSﬂWOtdt, bn = ?/0 f(t) smnwotdt. (2-2)

Velja Parsevalova enacba:

1 /T o
7 [ F@Rd =t I e+ ) @3

Enacbo interpretiramo v primeru izmeni¢nega toka ali napetosti s periodo T, ki je sestavljen iz
vec sinusnih nihanj s (kroZnimi) frekvencami wy, 2wy, 3wy, 4wy, . . . (tak signal na primer dobimo,
¢e posnamemo glasbeni instrument). Mo¢ na uporniku R zapiSemo kot P(t) = RI(t)? ali kot

P(t) = U(t)?/R, opravljeno delo v ¢asu t pa kot A = fot P(t) dt. Za povpre¢no moc velja

p_A
t

—1/tP(t)dt—1R/TI(t)2dt— ! /Tu(t)zdt (2.4)
ot o ST o TR Jo ‘ ‘
Ker je funkcija periodi¢na, zadostuje, da povpredje izracunamo le v ¢asovnem intervalu ene peri-

ode [0, T]. Ce napetost U(t) razvijemo v vrsto (2.1) (koeficienti imajo v tem primeru enoto nape-
tosti), iz Parsevalove enacbe sledi

_ 1 T 1 0
P=—— / U(t)?dt = = [gag+ 3 L (@ +03)] = Po+ Y Pa, (2.5)
TR Jo R =
pri tem je
1,
Py = iR ag (2.6)
del moci, ki odpade ne enosmerno komponento napetosti,
1
Py = s (a% + b?) 2.7)

23
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pa mo¢, ki odpade na nihanje s frekvenco nwy

Porazdelitev moci po frekvencah prikaZzemo s spektrom moci. Na absciso nanaSamo bodisi
n bodisi frekvence w, = nwy in pri vsaki vrednosti nariSemo pokonéno daljico z visino, ki se
sorazmerna mo&i P, = (a2 + b2).

Zgled Poglejmo si Fourierovo vrsto za funkcijo, ki ima v eni periodi obliko

1, 0<t<T/2
f(t)_{o, T/2<t<T (2.8)
Velja
2 T 2 (T2 2T
ao—f/o f(t)dt_f/o dt=25=1. (2.9)
zan > 0pa

2 (T 2 rT/2 T 1
a, = ?/0 f(t) cos nwot dt = T/o cos nwot dt = [sinnwo - 0] = n sinnt =0,

nwoT 2

v zadnji vrstici smo vstavili wy = 27t/ T,

2 (T2 T 1 1 0 mnsod
b, = T/o sin nwot dt = T [cosna)o2 — 1] = [cosnm — 1] = - { 5 ulh
(2.10)
Le ay in lihi koeficienti pri sin nwy so razli¢ni od ni¢:
f(t)—1~|—E sinwt—l—lsin3wt+lsin5wt—l— +lsinnwt+ (2.11)
2 73 75 0 n 0 '
Parsevalova enacba ima v naSem primeru obliko
1 /T 1 1/2\*& 1
= Hedt=-4+-| — —. 2.12
T/of<) 4+2<7'c)1;1n2 212)
Levo stran lahko izratunamo in dobimo
1 1 2 2 2 2 2
—=-+—= 2.1
2 4+n2+97r2+25n2+49712+81712+ 213
1.2
f(t)
1 7N n=0
n=1 ——
=3 —
0.8 s — )
n=7
06 n=9 —— 7
0.4 .
02 | ]
S ES /oY PoN
° VO WX -
-0.2
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Na zgornji sliki je prikazan ¢asovni potek funkcije f(x) in aproksimacije s Fourierovo vrsto,
pri kateri upostevamo le prvi ¢len (n = 0), prva dva ¢lena (n = 1), ..., prvih n + 1 ¢lenov; na drugi

sliki je pripadajoci spekter.

2.2 Zapis v kompleksnem

Fourierovo vrsto lahko zapiSemo v kompaktnejsi obliki, ¢e namesto funkcij cos in sin vstavimo

cosz = 1(e* + e ) insinz = 5. (e — e ¥):

1 & . . 1 &
flt) = %O +5 Zlan (g0t 4 emment) 4 Z (et — g inet)
n= n=1
1 : 1 .
= D Y (@ Hiby) e 2 Y (1 — iby) €
2 24 2 &=
n=1 n=1
= Ao+ ) Aye Mt Y AN et
n=1 n=1
Vpeljali smo
_ 4 n+1ib .y —iby
AO - E 7 An — 2 7 An - 2 ,
oziroma
Ap+ A;

ay = Ap + A;: ’ b, =
V drugi vsoti v (2.14) zamenjamo n — —n in vpeljimo
A, =A;.

Dobimo
f() A0—|— EA e—1nw0t+ Z A emwot Z An e—inwgt.

n=-—1 n=-—oo

V vsoto smo lahko vkljuéili tudi Ay, saj je el =¢0 =1.
Za kompleksne koeficiente A, velja

12 (T 1 /T ;
Ay == —/ f(#)(cos nwot +1icos nwot) dt = —/ f(t) et dt.
2T Jo T Jo

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Parsevalovo enacbo lahko sedaj prepiSsemo v obliko

[ee]

1 /T >
7L feRd= Y A= Y AR, (2.20)
T 0 n=—oo n—=—oo

o ¢emer se lahko hitro prepri¢amo, ¢e za A, in A}, vstavimo (2.15).

Za zgled vzemimo periodi¢no funkcijo s periodo T, ki ima v eni periodi obliko e #!. V tem
primeru koeficiente razvoja hitreje izracunamo preko koeficientov A,:

1 /T : 1 /T . 1 1 .
A = — — Bt inwot dt = = / (—ﬁ+1nw0)tdt - - (—=B+inwo)T _ ) )
" T/o €e T Jo € T (=B + inwo) (e 1) (2.21)
Velja _ .
woT = 2m, el — o271 — co5(27tn) + isin(27tn) = 1 (2.22)
in dobimo or or
1—e" 1—e"
A= ——— ——, Al = —— | )
" T(B — inwy) " T(B+ inwy) 223
Za koeficiente a, in b, pa dobimo
1—e FT 1 1 2B (1 —eFT)
= A A* prnd — .
an n+ n T <ﬁ—inw0 + ﬁ—i-l?’l(,d()) T(‘Bz+n2w(2)) ’ (2 24)

Ay — A5 20wy (1—e PT)

b, = =
! i T(B? + n2wp)

(2.25)

2.3 Fourierov integral
Poglejmo si, kako se izrazi obnasajo v limiti, ko gre perioda T preko vsake meje, ko torej za f(¢)

lahko vzamemo neperiodicno funkcijo. V limiti T — oo velja wg — 0 in razmiki med zaporednimi
frekvencami v spektru postanejo infinitezimalno majhni. Koeficienti

a— /Tf(t) enent gy — &0 /Tf(t)ei"wofdt (2.26)
" T Jo 21 Jo '
S0 sorazmerni z wy in postanejo v limiti prav tako infinitezimalno majhni. Vpeljimo
wy = nwy, Aw = wy = wyy1 — Wy, Ay = Alwn)Aw == A(wy)wy (2.27)

Koeficienti A(w;) v limiti ostanejo kon&ni:

T .
A(wn):% /0 F(£) et dt (2.28)

Fourierova vrsta pa ima sedaj obliko

f(t) = i Ay e ot = i Aw,) e “riAw. (2.29)

n=—oo n=—oo
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V limit Aw — 0 lahko vsoto nadomestimo z integralom, w; pa postane zvezna spremenljivka w
in te¢e od —oo do +c0:

[ee]

£t = / Aw) e “tdaw (2.30)

—00

in velja (dopustimo, da funkcija f(t) obstaja tudi za negativne Case):

Alw) = % /_ 0; F(t) et dt. (2.31)

Funkcija A(w) je Fourierova transformiranka funkcije f(t), (2.31) pa Fourierova transformacija.
Enacba (2.30) predstavlja obratno Fourierovo transformacijo.

Levo in desno stran Parsevalove enacbe (2.20) prepiSemo v obliko:

P rwra= 50 [Trera =32 [Trera, ¥ jaP= L lAwn)Faw)

n=—oo n=—oo

Na desni in na levi se okrajsa Aw in v limiti Aw — 0 dobimo
% [ rerdi= [ ja()P do. (232)

V primeru eksponentne funkcije (privzamemo f(t) = 0 za t < 0), ki smo jo obravnavali v
prejs$njem razdelku, dobimo v limiti T — co:

1 1 1
Alw)= ————, Alw))? = -— ——— 2.33
Preverimo, da res velja Parsevalova enacba. Integral na levi je enostaven:
1 [ L 1
— t=—. 2.34
27 /0 e d 4rtB 234)
V integralu na desni
1 /> dw
2.35
472 ~/foo B? + w? (2.35)
vpeljemo x = w/ B, upostevamo sodost integranda, in dobimo
1 1 ®°  dx 1 0o 1 T 1
— ——— = —— arct =——(7-0)=—. 2.
B2} T3 2mp ¥l = 5 (2 O) inp (2.36)
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Poglavje 3

Vektorski racun in parcialne
diferencialne enacbe

3.1 Vektorska in skalarna polja v fiziki

Nekatere fizikalne koli¢ine opiSemo s polji. Lo¢imo vektorska polja in skalarna polja. Vektorska polja
SO na primer

e jakost elektri¢nega polja E(7)

e gostota magnetnega polja B(7)

e gravitacijsko polje (7)

e hitrostno polje pri pretakanju tekocin in plinov 7(7)
Primeru skalarnih polj pa so

e temperaturno polje T(7)

e tlatno polje p(7)

e elektri¢ni potencial U(7)

V nekaterih primerih lahko polje opiS§emo z vektorskim in skalarnim poljem; primer je elek-
tri¢no polje. Zvezo med skalarnim in vektorskim poljem v tem primeru zapisemo kot

=

ue) = — / E(7) - a7, (3.1)

o

pri Cemer je 7y tocka (tocke), v kateri(h) je potencial enak 0 — recimo 7y = oo v primeru to¢kastih na-
bojev v praznem prostoru, ali 7y = 0, ¢e izhodi$¢e koordinatnega sistema postavimo na negativno
plosco v kondenzatorju.

29
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3.2 Gradient

3.21 Pojem

Pogosto pri problemih iz elektrostatike laZje izratunamo potencial U (7) kot pa jakost elektri¢nega
polja E(7), saj je potencial skalarna koli¢ina. Iz znanega potenciala lahko izratunamo jakost vek-
torskega polja iz enacbe (3.1)

= dUu()

E(F) = — T 3.2)

¢e znamo odvajati po vektorju.
Do pravila za odvajanje pridemo, ¢e enacbo (3.1) zapiSemo za diferencialno majhen premik,

du(r) = —E(7) - dr. (3.3)

Potencial si lahko predstavljamo kot funkcijo treh spremenljivk x, y in z in dU je njen totalni
diferencial. Vemo

ou ou ou ou ou oUu

dU(x,y,z) = I dx + @ dy + 5 dz (8x' @, az) - (dx, dy, dz) (3.4)
Vidimo, da lahko totalni diferencial zapisemo kot skalarni produkt dveh vektorjev, drugi vektor
je d7 = (dx,dy, dz); za prvega pa iz enacbe (3.1) razberemo, da je enak vektorju —E(7), torej

. [3Uu au au
E(F) = — <ax’ay’az> . (3.5)

Pomeni, da je komponento v smeri osi x dobimo tako, da funkcijo U(x, y,z) parcialno odvajamo
po x; drugi dve komponenti dobimo podobno:

o ou o ou o ou
E.(7) = L E,(7) = oy E.(F) = P
Rezultat lahko zapiSemo tudi kot
S 9 0 0 o du@) = "
E(7) = <8x' F E)z> ur) = T VU(7) = —grad U(7). (3.6)

Vpeljali smo vektorski operator, nabla:

- 0 9 0
v - <a-x, @, E ) . (3.7)
Dobljeno pravilo za odvajanje seveda velja za poljubno skalarno polje S(7); grad S(7) je vektor,

njegova velikost je
N aS\? [as\? [9S\?

Smer gradienta razberemo z naslednjim razmislekom: spremembo skalarnega polja pri spre-
membi lege zapiSemo s skalarnim produktom med gradientom polja in vektorjem premika d7:

dS(7) = grad S(7) - d7 = |grad S(7)| |d7| cos ¢, (3.9)
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pri temer je ¢ kot med smerjo gradienta in smerjo premika. Ce izberemo korak s predpisano
dolZino, je sprememba funkcije najvedja, ko je ¢ = 0, torej, ko se premaknemo v smeri gradienta.
Ugotovitev obrnemo in re¢emo, da ima gradient smer najhitrejSega naras¢anja skalarnega polja.

Skalarno polje ponazorimo s ploskvami, na katerih ima polje konstantno vrednost (recimo ek-
vipotencialne ploskve v elektrostatiki, izoterme in izobare v meteorologiji). Pri ravninskih proble-
mih postanejo ploskve kar ¢rte konstantnih vrednosti; ¢e je polje kar polje visin h(x, y), so ploskve
konstantnih vigin izohipse; gradient pa ima smer najvedje strmine. Ce se gibljemo v smeri izo-
hipse, se viSina ne spreminja in je dh = 0 in iz (3.9) sledi ¢ = 90°. Gradient je torej pravokoten na
izohipse.

Ugotovitev velja za vsa polja; pri elektricnem polju je gradient Potenciala pravokoten na ek-
vipotencialne ploskev. Zaradi negativnega predznaka v (3.1) ima E(7) nasprotno smer gradienta
polja.

3.2.2 Racunanje gradienta

Izratunajmo gradient skalarnega polja, ki je odvisno le od razdalje od izhodis¢a, r = \/x% + y? + z2.
Primer za tak$no polje je kar potencial naboja v izhodis¢u, U(r) = e/47egr. Za ta primer dobimo

e 1 e

grad — =

_ d (x2 2 ,2)-1/2
4egr  4rTeg r  4reg sra (+y +2)

grad

Prvo komponento vektorja dobimo z odvajanjem po x:

ai(x2+y2+zz)‘1/2 = —%(xz%—yz +2) 2y = S =5 =

in podobno za drugi dve komponenti:

1 1y/xyzy 1, (dT1),
grad =5 (3 07) = rzr_(drr>r'

Ugotovitev posplosimo na poljubno (odvedljivo) funkcijo r:

grad f(r) = d];(:) 7.

Enostaven primer za skalarno funkcijo je f(¥) = 4 - 7; hitro se prepri¢amo
gradd -7 = grad (a,x + ayy + a,z) = (ay,ay,a;) = @.
Ker je odvajanje linearni operator, velja

grad u(7)v(7) = u(7) grad v(7) + v(7) grad u(7) .

3.3 Fizikalni primeri enacb z gradientom

Pri prevajanju toplote velja za toplotni tok skozi steno s povrsino S in debelino As zveza:

AAT . . P AAT



32 POGLAVJE 3. VEKTORSKI RACUN IN PARCIALNE DIFERENCIALNE ENACBE

V tem primeru tece toplotni tok z mesta z viSjo temperaturo proti mestu z nizZjo temperaturo; smer
je pravokotna na steno. V sploSnem smer toka ni pravokotna na steno in velja

p://fg(?)-d§.

Smer gostote toka je dolo¢ena s smerjo najhitrejSega pojemanja temperature, torej v nasprotni smeri
temperaturnega gradienta in lahko zapiSemo

]_"Q(?) = —Agrad T(7).
Podobno lahko zapisemo za elektri¢ni tok skozi Zico z dolZzino ! in presekom S:

Izgzﬂzs — ali =l Y
R > T Je=5=6
in v splo$nem
JelF) = = grad U(F).
Tok tece z mesta z visjim potencialom prosti mestu z niZjim potencialom.
Pri difuziji tece gostota toka delcev j = AN/SAt v smeri najhitrejSega pojemanja koncentracije
(Stevilske gostote) n = N /V in tudi v tem primeru ima enacba podobno obliko kot pri elektricnem

in toplotnem toku:
j(F) = =D grad n(7).

3.4 Divergenca

3.4.1 Ohranitveni zakoni in kontinuitetna enacba

Ohranitveni zakon za fizikalno koli¢ino, recimo maso, je mo¢ z besedami enostavno povedati,
zatakne pa se, ko ga moramo zapisati v primeru bolj kompleksnega pojava, ko se snov pretaka
po prostoru. V enostavnem primeru opazujmo posodo, v katero voda hkrati priteka in odteka.
Bilanco v tem primeru napisemo v obliki enacbe:

CZ? =, — D), (3.10)
pri ¢emer je @, prihajajo¢i masni tok (tj. masa vode, ki prite¢e v posodo vsako sekundo), @), pa
odhajajoti. Ce je prvi vedji od drugega, je sprememba dm /dt pozitivna, in masa vode v posodi
narai¢a; v obratnem primeru je sprememba negativna in masa vode v posodi se zmanjsuje. Ce je
prihajajoci tok enak odhajajo¢emu, se koli¢ina vode v posodi ne spreminja; govorimo o stacionar-
nem stanju. Bilan¢no enacbo v obliki (3.10) imenujemo kontinuitetna enacba in ima podobno obliko
tudi v primeru drugih ohranitvenih zakonov, na primer ohranitve elektri¢cnega naboja, energije,
Stevila delcey, . ..

Enacba (3.10) je uporabna v primerih, ko voda priteka in odteka po ceveh, ¢e pa opisujemo
prostorsko porazdeljene tokove, je v tej obliki ne moremo uporabiti. Smer toka (tokovnic) doloca
gostota masnega toka j. Tok skozi ploskev v splosnem primeru, ko se gostota toka spreminja od

kraja do kraja, zapiSemo z integralom:
®,, = //7- ds. (3.11)
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S skalarnim produktom smo upostevali, da je tok lahko odvisen od kota, pod katerim gostota toka
vpada na ploskev. Ce nas zanima celotni tok, ki priteka ali odteka v izbran del prostora, moramo
gostoto toka integrirati po zakljuceni ploskvi, ki omejuje izbrano podrocje. Tok skozi zaklju¢eno
ploskev zapiSemo kot

®,, = }é{ 7.ds. (3.12)

V primeru zakljuc¢ene ploskve vektor ploskve kaZe navzven. Tok ®,, je pozitiven na tistem delu
ploskve, kjer kaZeta jin S v isto smer (0z. ko je kot med njima manjsi od 90°), in negativen, kjer sta
nasprotno usmerjena (oz. ko je kot vegji od 90°). Po tem dogovoru torej pozitiven tok ®,, ustreza
odhajajocemu toku (toku, ki te¢e ven iz ploskve) in kontinuitetno enac¢bo zapisemo v obliki

dm [ dp _ @
a_/vgdv_—ﬂé] ds, (3.13)

pri ¢emer smo maso izrazili z gostoto m = [ pdV in odvod po ¢asu zapisali kot parcialni odvod.
V tem primeru pomeni parcialni odvod po ¢asu odvajanje gostote v tocki s konstantnimi x, y in
z, torej v tocki, ki se v ¢asu dt ne premakne. Prostornina V, po kateri integriramo, je notranjost
zaklju¢ne ploskve S, po kateri integriramo na desni strani enacbe.

Ohranitev elektri¢nega naboja napisemo z enako enacbo, le da je p. v tem primeru gostota
elektri¢cnega naboja in ]_';1 gostota elektri¢nega toka, I = [ ]11 -dS.

Omenimo Se Gaussov zakon iz elektrostatike. Tu si silnice predstavljamo kot tokovnice in
govorimo o elektri¢nem pretoku: ®, = ¢o [[ E - dS. Velja

e:/peldvzsoﬂ E.dS. (3.14)
\% S

3.4.2 Racunanje divergence

Zanima nas, kako lahko iz enacbe (3.14) izrazimo zvezo med pg in E, torej, kako lahko iz zna-
nega polja E ugotovimo, kako so razporejeni naboji, ki polje povzrocajo. Operacijo imenujemo
divergenca in jo lahko formalno zapiSemo v obliki

N
Del = €0 335?% E.dS=edivE. (3.15)

Izraz za divergenco v kartezi¢nih koordinatah dobimo tako, da zapiSemo enacbo za majhno
telo v obliki kvadra s stranicami dx, dy, dz. Vektor E v tocki (x,v,z) usmerimo tako, da so njegove
projekcije na koordinatne osi pozitivne. ZapiSimo prispevke desne in leve ploskve, sprednje in
zadnje ter zgornje in spodnje:

ﬂ E-dS = E(x+dx,vy,z)dydz — Ec(x,v,z)dydz + E,(x,y+dy,z)dxdz — E,(x,y,z)dxdz
S
+E.(x,y,z +dz)dxdy — E;(x,y,z)dxdy
/ P dV = pa(x,y,z)dxdydz. (3.16)
v

Enacbo delimo z dxdydz (in z ¢p) in dobimo

pe1(X,y,2) _ Ei(x+dx,y,z) — Ex(x,y,z) N E,(x,y+dy,z) — E/(x,y,2)
€0 dx dy
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+Ez(x,y,z +dz) — Ex(x,y,z2)

dz
0E,(x,y,z)  OEy(x,y,z)  OE.(x,y,z)
ox ay 0z
— V-E=divE. (3.17)
Enacbo (3.14) prepisemo v obliko:
ﬁ E-dsT:/divEdV. (3.18)
S v

V diferencialni geometriji je to Gaussov izrek in v tej obliki velja za poljubno (odvedljivo) polje E (7).
Z Gaussovim izrekom sedaj lahko kontinuitetno enacbo (3.112) zapisemo kot

ap o - g_ .7
/ngv_ ﬁ{sj-ds_ /de]dv, (3.19)

Integranda v integralu po prostornini morata biti enaka:

ap _ .7
5 = —divyj, (3.20)

kar predstavlja ekvivalentno obliko kontinuitetne enacbe. V primeru (3.42) govorimo o lokalnem
zapisu fizikalnega zakona, v primeru (3.112) pa o globalnem.

Izratunajmo divergenco polja tockastega naboja v izhodid¢u koordinatnega sistema: E =
e?/4megr’. Izraz zapiSemo kot produkt konstante, skalarnega polja u = =2 in vektorskega polja
7 = 7. Ker je odvajanje linearen operator, velja

V- (uw@)3(7)) = w@V - 3(F) + 3(F) - Vu(?) = u(7)div3(7) + 5(7) - grad u(7) (3.21)

V nasem primeru je

Vu@ =Vri=-3r*t, V.537=V-7=3 (3.22)
Velja se
I =
Yy-r=v¢v.-——=—=17.
r r
in konéno dobimo
N e - 1 e 1 1
\V4 Trey (r Vr— + r3> dreq ( 3 + r3> ( )

razen v toc¢ki r = 0, kjer izraz ni definiran. Izraz je torej povsod ni¢, razen v izhodi$¢u - seveda, saj
je tam tockasti naboj. Jakost naboja iz dobljenega izraza ne moremo dolociti, dolo¢imo ga lahko le
iz Gaussovega zakona v integralni obliki.
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3.5 Rotor
Za magnetno polje ima Gaussov zakon zelo preprosto obliko
ﬂﬁ.ds”:o ali  divB—o0, (3.24)
S

saj magnetni naboji (magnetni monopoli) ne obstajajo (oz. jih do sedaj Se niso odkrili).
Izviri magnetnega polja so elektri¢ni tokovi. Elektricne tokove in magnetno polje povezuje
zakon o magnetni napetosti ali Amperov zakon:

?{E-dgz ol = yo//fel .45 (3.25)
S

v primeru, ko nimamo premikalnih tokov. Ploskev, po kateri integriramo na desni, je napeta na
zanki, ki jo doloca integracijska pot v integralu na levi.

Zanima nas, kako lahko povezemo izvire jy s poljem B, podobno kot smo to storili v primeru
elektri¢nega polja. Izberimo diferencialno majhno pravokotno zanko v ravnini (x, y) s stranicami
dx in dy in zapiSimo integral po poti:

=

B-ds = By(x,y,z)dx + B,(x +dx,y,z)dy — Bx(x,y +dy,z)dx — By(x,y,z)dy
/ f1-dS = j.dxdy. (3.26)
S

V drugi enacbi smo upostevali, da ima vektor ploskvice smer osi z. Dobimo

. By(x+dx,y,z) — By(x,¥,2)  By(x,y+dy,z) — Bx(x,y,2)
Holz = -
dx dy

0B, 0B
Y x
= (== - . 27
< ox ay ) (3.27)
Podobno naredimo $e za majhno pravokotno zanko v ravnini (x,z) (to nam da izraz za j,) in za
majhno zanko v ravnini (y, z) (jx). Kon¢ni izraz za vektor gostote toka lahko zapisemo kot

i 7k
Hoja= |4 3 a|=VxB=rotB. (3.28)
B, B, B

Operacijo rotor lahko uporabimo na drugih vektorskih poljih. Kot zgled vzemimo plos¢o v
ravnini x,y, ki se vrti okoli osi z; vektor & ima torej smer osi z. Izra¢unajmo vektor hitrosti za
tocko v ravnini plosce:

ik
i) =wx7=|0 0 w|=w(-yx0). (3.29)
x y 0
Rotacija tako dobljenega hitrostnega polja je enaka
ik
Vxd@) =| & 5 &|=0002w) =2 (3.30)
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3.6 Brezvrtin¢éna in brezizvirna in polja

Vektorsko polje A je brezortincno, &e velja
rotA=VxA=0 oziroma %A’ -ds=0. (3.31)

V poglavju o gradientu smo ugotovili, da druga enacba velja za vektorska polja, ki jih je moc¢ za-
pisati kot gradient nekega potencialne polja, na primer za jakost elektri¢nega polja v elektrostatiki
E = —grad U(r). Od tod sledi ugotovitev, da za vsako (odvedljivo) skalarno polje u(7) velja

rotgradu(7) = Vx Vu(f) =0  oziromakar  rotgrad =V x V =0. (3.32)
Vektorsko polje B je brezizovirno, &e velja

divB=0 oziroma ﬂ B-dS=0. (3.33)
S

Pokazati je mogote, da da je enacba izpolnjena za polja B, ki jih lahko zapiSemo kot rotor nekega
drugega vektorskega polja, B = rot A, torej

divrot A(F) = V - (@ X A(?)) =0. oziroma  divrot=0. (3.34)

3.7 Osnovne enac¢be matematiéne fizike

3.7.1 Drugi odvodi skalarnih polj

Iz Gaussovega zakona v diferencialni obliki, V - E(7) = p(7)/¢o, lahko izratunamo porazdelitev
naboja, ¢e poznamo elektri¢no polje. Pri obratnem problemu, dolocitve E iz znane porazdelitve
prostorske p, moramo resiti diferencialno enacbo

OE(x,y,2)  9Ey(xyz)  OE(vyz) _ p(xy2)
ox dy oz e

(3.35)

Poiskati moramo tri funkcije Ey, E,, E;, odvisne od treh neodvisnih spremenljivk x,y,z. Pri na-
vadnih diferencialnih ena¢bah smo imeli opravka z eno samo neodvisno spremenljivko; tu sedaj
nastopajo tri neodvisne spremenljivke in parcialni odvodi po teh spremenljivkah. Enacba (3.35)
je parcialna diferencialna enacba (PDE). Red je dolo¢en z najvisjim odvodom; torej je PDE 1. reda,
linearna in nehomogena. Racunanje polja v tej obliki ni prakti¢no; ¢e Ze racunamo jakost elek-
tri¢nega polja iz Gaussovega zakona, raje uporabimo zakon v integralni obliki. Problem je resljiv,
¢e najdemo integracijsko ploskev, na kateri je polje konstantno (Gaussova ploskev), na primer v
primeru razseZnega plos¢atega kondenzatorja, enakomerno nabite krogle ali valja. V splosnem
primeru pa raje E izrazimo s potencialom U (), ki je skalarna koli¢ina in dobimo

divE(7) = —divgrad U(F) = -V - VU(7) = pif’) (3.36)
0
V kartezi¢nih koordinatah zapiSemo

9 9 9\ (AU AU AU\ _FU PU PU_ plry2)
dx’ 9y’ oz ox oy’ 9z )  ox2  oy2 09z e

V.-VU) = < (3.37)
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Definirajmo

2 2 R _ o(x,y,z)
<8x2 top T aZZ) U(x,y,z) = AU(x,y,z) = T (3.38)

Vpeljali smo diferencialni Laplaceov operator, ki ima v kartezi¢nih koordinatah obliko

2 9% &

A=V2= 4+ 4. 3.39
v a2 Iy? Tz (3.39)
Poissonova enatba Enacba oblike
Au(?) = f(x,y,z) (3.40)
je PDE 2. reda, linearna in nehomogena; enac¢bo imenujemo Poissonova.
Laplaceova enaéba Ce enacba (3.40) nima nehomogenega ¢lena:
Au(?) =0, (3.41)

govorimo o Laplaceovi enacbi.

3.7.2 Difuzijska enacba

Pri difuziji spremljamo gibanje velikega Stevila delcev v sredstvu (recimo delcev ¢rnila, ki smo ga
kapnili v vodo). Pri tem se $tevilo delcev ohranja, kar lahko zapisemo s kontinuitetno enacbo

dN > a2
ﬁ__}é{g]'ds’ (3.42)

pri ¢emer je j gostota toka, definirana kot Stevilo delcev, ki gre vsako sekundo skozi enoto ploskve.
Vpeljemo se gostoto delcev, n = dN/dV in po analogiji s kontinuitetno enacbo za snovne tokove
zapiSemo

divj=——. (3.43)
Difuzijski tok tece v smeri najhitrejSega zmanjSevanja gostote 7, kar zapiSemo kot
f: —Dgradn, (3.44)

pri ¢emer je D difuzijska konstanta. Enacbo za spreminjanje gostote n v kraju in ¢asu dobimo tako,
da enacbo (3.44) vstavimo v (3.43):

divgradn(7,t) = An(7,t) = % Bng;,t) : (3.45)

Dobili smo PDE 2. reda, linearno in homogeno. Za razliko od Laplaceove enatbe imamo na desni
strani Se ¢asovni odvod iskane funkcije.

Stacionarno stanje V stacionarnem stanju velja, da se koli¢ine s ¢asom ne spreminjajo (seveda
pa se lahko spreminjajo s krajem). V stacionarnem stanju je zato dn/dt = 0 in difuzijska enacba
preide v Laplaceovo enacbo:

An(7,t) =0. (3.46)
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Prevajanje toplote Iz energijskega zakona sledi kontinuitetna enacba za notranjo energijo telesa,
ki je v toplotnem stiku z okolico

dw,
T = ~Poacana = = ) Jo - a5, (347)

pri ¢emer je fQ gostota toplotnih tokov. (Zanemarili smo morebitno dovedeno delo, kar ni upravi-
¢eno, ¢e imamo opravka s plini.) Notranjo energijo izrazimo z gostoto snovi, prostornino, tempe-
raturo in specifi¢no toploto.

/dV 0Cp = at = ﬂ jo - ds, oziroma PCp aaFf = —div fQ (3.48)
Ce se toplota izmenjuje z okolico le s prevajanjem, velja fQ = —Agrad T in dobimo
div ]_"Q = —Adivgrad T = —pcp ?; oziroma AT = % ?; (3.49)

Za temperaturo dobimo enako enacbo kot za difuzijo delcev. Enacbo posplosimo, tako da uposte-
vamo Se mozne izvire toplote v snovi. V tem primeru kontinuitetno ena¢bo zapisemo kot

oT
/ dvpe, & = ﬁ{ jo-dS+ P (3.50)
Vpeljemo gostoto toplotnih izvirov g:

dp;

1= qv’ Pi:/qu, (3.51)

in kontinuitetno enacbo v diferencialni obliki zapisemo kot

oT -
Pep 55 = —divjo +4. (3.52)
Upostevamo Se 7Q = —Agrad T in enacba za prevajanje toplote dobi v tem primeru obliko
_ P ol _q
AT = T (3.53)

Dobili smo PDE 2. reda, linearno in nehomogeno. V stacionarnem primeru, 0T /dt = 0, dobimo
Poissonovo enacbo, ¢e poleg tega v snovi ni izvirov, pa Laplaceovo.

Schrédingerjeva enactba V nerelativisti¢ni kvantni mehaniki opiSemo gibanje delca z valovno
funkcijo (7, t), ki je povezana z verjetnostjo w(7,t)dV = |¢(7,t)|*dV, da najdemo delec v pro-
stornini dV na mestu 7. Namesto Newtonovega zakona opiSemo gibanje delca s Schrodingerjevo
enacbo, ki ima v primeru prostega delca podobno obliko kot difuzijska enacba:

" 2
WD _ T Ay, (354)

in

pri ¢emer je / Planckova konstanta, deljena z 277. V tem primeru stacionarno stanje ni definirano
z Y(7,t) /ot = 0, temved z d|P(7,1)|? /9t = 0, saj je fizikalna koli¢ina verjetnostna gostota in ne
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valovna funkcija. Enacbo d|y(7,t)|?/0t = 0 resi nastavek ¥(7,t) = ¢(7)e !, pri cemer je w
poljubna konstanta. V stacionarnem stanju ima Schrodingerjeva enacba obliko

— L ApF) = hw o (F) . (3.55)

Pri reSevanju Schrodingerjeve enacbe pogosto uvedemo imaginaren ¢as T = it, kar enacbo pre-
vede v difuzijsko enacbo, ki je za numeri¢no reSevanje mnogo bolj stabilna kot originalna enacba.

3.7.3 ReSevanje PDE v primeru stacionarnih problemov

Pri reSevanju NDE je bila naloga definirana, ko smo poleg enacbe navedli tudi zacetne pogoje.
Stevilo potrebnih zatetnih pogojev je odvisno od reda NDE.

PDE so odvisne od krajevnih koordinat in v primeru difuzijske enacbe tudi od ¢asa. 1z velike
mnoZice reSitev izlus¢imo reSitev nasega problema tako da navedemo robne pogoje, to je vrednost
funkcije ali/in njenih odvodov na meji obmodja, na katerem is¢emo resitev. Ce resujemo nestacio-
naren primer pri difuzijski enacbi, pa moramo povedati tudi zacetni pogoj, to je vrednost funkcije
v vsem obmodju ob zafetnem ¢asu.

Pri poljubnih zacetnih pogojih lahko resitev dobimo le z numeri¢nimi metodami. Analiti¢ne
reSitve dobimo le v primeru enostavnih obmocij, recimo znotraj krogle, valja ali kvadra.

V primeru stacionarnih polj imamo opravka bodisi z Poissonovo bodisi z Laplaceovo enacbo:
Au(7) = f(7) (3.56)

Posebej preprosti so primeri, ko iz simetrije problema lahko ugotovimo, da je iskana funkcija
odvisna le od ene spremenljivke.

Kartezi¢ne koordinate V primeru, ko je obmodcje omejeno z dvema vzporednima ravninama,
na katerih je predpisana konstantna vrednost funkcije, postavimo koordinatno os x tako, da je
pravokotna na ravnini. Ce je tudi nehomogeni ¢len odvisen le od koordinate x, lahko iz simetrije
problema sklepamo, da je reSitev neodvisna od koordinat y in z in Poissonova enacba preide v
NDE:

0%u(x) N 0%u(x) N u(x)  d*u(x)

ox? 912 0z2  da? = flx). (3.57)

V tem primeru namesto parcialnih odvodov piSemo kar navadni odvod. Navedemo Se robna
pogoja. Na ravnini pri x = x; naj ima funkcija vrednost 11, na (vzporedni) ravnini pri x = x; pa
vrednost us:

u(xr) =ur,  u(xp) =up. (3.58)

V tem primeru govorimo o robnih pogojih prve vrste. Lahko pa bi na meji predpisali odvode
funkcije, na primer
du(x) du(x)

=01,
dx X=X1 dx X=X

=1y, (3.59)

kar predstavlja robni pogoj druge vrste.
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Cilindri¢ne koordinate Ko je obmocje omejeno z valjem je smiselno vzeti cilindricne koordinate,

r=2/x24+y*, tangp==, z=z; oziroma x=rcosg, y=rsing. (3.60)

R

V tem primeru moramo Laplaceov operator zapisati v cilindri¢nih koordinatah. Velja

190 9 1 PP

Ko je tudi nehomogeni del v Poissonovi enacbi odvisen le od koordinate 7, je iskana funkcija le
funkcija koordinate r in neodvisna od z in ¢, u(r,z, ¢) = u(r) in Poissonova enac¢ba postane

Au(r) = % % r dz(:) = f(r). (3.62)

(V primeru Laplaceove enacbe je desna stran seveda enaka 0.)

Sferi¢ne koordinate Ko je obmocje omejeno s koncentri¢nimi kroglami, uporabimo sfericne ko-

ordinate:
r=/x2+y*+22, cosﬁz% tan(p:%; (3.63)

oziroma
x =rsindcos g, y =rsindsing, z=rcos?. (3.64)

Laplaceov operator ima tedaj obliko

19 ,9 1[ 1 9 /. 9 1 02
A=y aty Lmaﬁ (51“‘9> +~} 569

in ob predpostavki u(¥) = u(r) sledi

Au(r) = rlz c(lir r? dbéir) = f(r). (3.66)

V primeru cilindri¢nih in sferi¢nih koordinat je robni pogoj podan tako, da predpiSemo vre-
dnost funkcije ali njenega odvoda prir = ry inr = r;.

3.7.4 Zgledi

Potencial v cilindri¢cnem kondenzatorju IS¢emo potencial znotraj praznega kondenzatorja z
elektrodama v obliki dolgih valjev s skupno osjo. Na notranji elektrodi z radijem r; naj bo napetost
Uj, na zunanji z radijem r, pa Uy.

Ker v notranjosti ni naboja, potencial zados¢a Laplaceovi enacbi AU = 0. Zaradi simetrije pro-
blema predpostavimo, da je U lahko odvisen le od r, izberemo cilindri¢ne koordinate, in zapiSemo

lgrdu(r)
r dr dr

=0, Ur)=U, Ur)=U. (3.67)
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Laplaceov enacbo najprej pomnoZimo z 7, saj tocka » = 0 ni v definicijskem podro¢ju, v kate-
rem iS¢emo reSitev. Dobimo 4 du
u(r
FPLA P 0, (3.68)
Od koder sledi, da je funkcija rdU /dr enaka neki konstanti, ozna¢imo jo s C. Po deljenju enacbe z
r sledi

du(r) ¢C
PR (3.69)
in po integraciji
U(r)y=ClInr+D. (3.70)
Splosna resitev je odvisna od dveh konstant, C in D, ki ju dolo¢imo iz robnih pogojev:
U(r)=Clnri+D=1U;, U(rn)=Clnrn+D=1U,. (3.71)
z resitvijo
U, — Uy
D=U; —Clnry, C=—"F——, 3.72
! ! In(ra/11) (372)
in kon¢no
Lmo:cmr—cmn+uf=cm(r)+uf=Lb_ulm<r>+uy (3.73)
r In(rp/11) |

Potencial enakomerno nabite krogle IS¢emo potencial znotraj in zunaj krogle z radijem R, zno-
traj katere je enakomerno porazdeljen naboj e. Celoten prostor razdelimo na dve podrogji; znotraj
krogle je gostota naboja razli¢na od ni¢ in potencial zados¢a Poissonovi enacbi, zunaj pa Laplaceovi
enacbi.

L. 0<r<R, AU((r)=—p/ey, p=ce/V =3e/4AnR3,
IL. r > R, AUH(T’) =0.
Izberemo sferi¢ne koordinate in Poissonova enac¢ba postane

1.d ,du(r) p
L P T (3.74)

Enacbo najprej pomnozimo z r2dr in integriramo:

3

dur(r) _ P [ag,— P (3.75)

2
dr €0 3eg

Enadbo delimo z 7%

= 4= (3.76)

in kon¢no integriramo

U(r)=-"—-=4+D. (3.77)
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V drugem primeru reSujemo Laplaceovo enacbo; koraki pri reSevanju so enaki, le da je sedaj p = 0.
Splosna resitev zato lahko zapiSemo kot

C/
Up(r) = ——+ D'. (3.78)

Konstanti C’ in D’ seveda nista enaki kot v prvem primeru.

Do sedaj nismo Se ni¢ povedali o robnih pogojih. Potencial je nedolo¢en do konstante, ki jo
lahko poljubno izberemo; obic¢ajno postavimo ni¢lo v neskonénosti. V naSem primeru ima torej
potencial v drugem podroc¢ju predpisano vrednost pri r — oo, od koder lahko takoj dolo¢imo
vrednost konstante D’:

Up(r — ) =0, D' =0. (3.79)

Drugi robni pogoj dobimo z naslednjim razmislekom: ko smo izpeljevali splosno resitev v prvem
podrogju, smo v drugem koraku enac¢bo delili 2, kar pa ni bilo upravi¢eno, saj je tocka r = 0 v
nasem definicijskem obmod¢ju. Zato moramo razmisliti, kako je z vrednostjo dobljene resitve (3.77)
v tocki r = 0. Vidimo, da gre v tej tocki vrednost ez vse meje, kar ni smiselno, saj pricakujemo,
da je v izhodis¢u potencial koncen. (Neskoncen potencial pa bi dobili, ¢e bi bil v izhodis¢u tockast
naboj.) Robni pogoj torej zahteva, da je funkcija v izhodis¢u enaka 0, kar izpolnimo tako, da
postavimo konstanto C = 0:

Up(r=0) < oo, C=0. (3.80)

Dolo¢iti moramo $e dve konstanti D in C’. Dobimo ju tako, da spojimo resitvi v prvem in
drugem obmocju. Pri r = R mora biti potencial zvezen; ¢e to ne bi bilo res, bi imel njegov odvod
tam neskon¢no vrednost. Odvod potenciala po r je sorazmeren z radialno komponento jakosti
elektri¢nega polja in iz zahteve, da je ta kon¢na, sledi zveznost potenciala. Torej lahko zapiSsemo

C/

2
R b= (381)

UI<1’) = UH(T’), 680 R

Kako pa je z zveznostjo odvoda pri r = R? Odvod je sorazmeren z radialno komponento elek-
tricne poljske jakosti, in kot bomo videli v naslednjem poglavju, je ta zvezna, e je dielektri¢nost
snovi (g) v obeh obmocjih enaka. Pri nasi nalogi je ¢ = 1 zunaj krogle; vzamemo, da je tako tudi v
notranjosti. V tem primeru velja

!/
dis(r)|  _ dUn(r)|  _pR _ % (3.82)
dr |,_z dr |,_z 3ep R
od koder takoj dobimo
3 2
PR e _ PR
C= 3eg N 47Teg ’ b= 2¢e0 ' (383)
Konc¢no resitev potem lahko zapisemo kot
_ p(BR*—1?) _pR® e
ti(r) = 6¢o ’ Uin(r) = 3egr  Amegr’ (3.84)

Dobili smo znani rezultat: zadnji izraz je polje tockastega naboja; po Gaussovem zakonu sledi, da
je polje zunaj enakomerno nabite krogle enako polju tockastega naboja.
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Prevajanje toplote z izviri V razsezni steni z debelino a in toplotno prevodnostjo A; imamo
enakomerno porazdeljene izvire toplote z gostoto 4. Stena je na eni strani izolirana, na drugi
strani pa se nadaljuje v razsezno steno z debelino b in toplotno prevodnostjo A,. Drugo steno na
drugi strani hladimo z vodo, tako da je zunanje povrsje druge stene pri konstantni temperaturi
To. Doloc¢iti moramo temperaturni profil v prvi in drugi steni.

Gre za stacionarno prevajanje toplote; v prvi steni imamo izvire, zato tu temperatura uboga
Poissonovo enacbo, v drugi steni pa ni izvirov in enacba je Laplaceova. Os x postavimo pravo-
kotno na steno, izhodis¢e naj bo na zacetku prve stene, tam Kkjer je izolirana. Obmocje ponovno
razdelimo v dva dela

2
L 0<x<a ATI(x):d;Ing):_/\q
1
. dZTH(x)

II. a<x<a+b ATy (x) =0

© da?

Kako je z robnimi pogoji? V drugi steni velja, da je pri x = a + b temperatura enaka Ty, prva
stena je pri x = 0 izolirana. To pomeni, da na tem mestu ne tece noben toplotni tok. Toplotni tok
v smeri pravokotno na steno je povezan z gradientom temperature v tej smeri, torej z dT(x) /dx.
Ce naj bo toplotni tok enak 0, mora biti odvod temperature tu enak 0. Na meji obeh sten mora biti
temperatura zvezna; v nasprotnem primeru bi tu tekel neskonéen toplotni tok. Veljati mora tudi
ohranitev toplotnega toka na meji: toliko toka, kot ga iz prve stene odtece, ga mora v drugo steno
priteci:

. . . dT[(X) . i . dTH(x)
hlx=a)=-M . px=a)=—-XA Pt (3.85)
Sedaj lahko zapiSemo vse $tiri robne pogoje:
_ 0 dTi(x) _
x=0: Era 0,
: dTy(x) dTy(x)
= . T = T =
X a 1(&1) ]1((1) m /\1 dx . )\2 dx x:a,
XxX=a-+b: TH(a+b):T0.
Z integracije enacb v prvem in drugem delu dobimo
q x*
Tj=—— —+Ax+ B, Ty =Cx+D. (386)
A2
V splos$ni resitvi vstavimo v robne pogoje in dobimo
x=0: A=0
q a*
X =a: ——— —+Aa+B=Ca+D, —qa+ AMA = AC,

AL 2
x=a+b: Cla+b)+D =T,

od koder lahko brez tezav izlus¢imo $e vrednosti za B, C in D.
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3.8 Valovna enacba za elektromagnetno polje

3.8.1 Maxwellove enacbe

Osnovne zakoni za EM polje so Maxwellove enacbe, tri od njih smo srecali pri obravnavni diver-
gence in rotorja. ZapiSemo jih lahko v obliki integralne ena¢be — temu bomo rekli globalni opis
zakona ali v obliki diferencialne enacbe — lokalni opis:

globalni opis lokalni opis

Gaussov zakon €0 ﬂ E-dS=e divE(F) = pg(f’)

S 0
Gaussov zakon za
magnetno polje B-dS = divB(7) =0

S
Faradayev - S
. - o o " JdB = - oB
indukcijski zakon E.ds=— // — -dS rotE = ——

s ot ot

Amperov zakon fﬁ -ds'= o //s <fe1 + 808;) .dS rot B = po <fe1 + &0 8;)

3.8.2 Ohranitev naboja

Poleg nastetih enacb velja Se ohranitev naboja:

apel . 2 = apel . .7
[ % qv - ﬁi 7i-dS, £l — —div (3.87)

Pet enacb pa med seboj ni linearno neodvisnih. PokaZimo, da ohranitev naboja sledi iz Maxwel-
lovih enacb. (Pri tej in naslednji izpeljavi demonstriramo priro¢nost lokalnega zapisa Maxwello-
vih enacb.) Naboj se pojavi v Gaussovem zakonu, gostota toka pa Amperovem. Najprej pois¢imo
divergenco Amperove enacbe

divrot B = g (divfel + 50% div E) , (3.88)

pri tem smo lahko zamenjali vrstni red odvajanja po kraju in ¢asu, saj so vsi odvodi parcialni. Velja

=

divrotB=V - (Vx B)=(VxV)-B=0, (3.89)
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div E paizrazimo iz Gaussovega zakona:

. d
0= o (le Jel + 5 pel) (3.90)

od koder takoj sledi (3.87).

3.8.3 Valovna enacba za EM polje

Iz Maxwellovih enacb v diferencialni obliki lahko hitro izpeljemo enacbo za EM valovanje. V pra-
znem prostoru je pe; = 0 in jg = 0. Polji E in B v enacbah nastopata povsem simetri¢no (konstanti
Mo in gg le dolocata enote); iz predzadnje enacbe vidimo, da ¢asovno spremenljivo magnetno polje
inducira elektri¢no polje, iz zadnje pa, da se magnetno polje pojavi okoli ¢asovno spremenljivega
elektri¢nega polja (,,premikalnega toka”). Iz zadnjih dveh enacb eliminirajmo magnetno polje.
Najhitreje to storimo tako, da operacijo rotor uporabimo na indukcijskem zakonu:

rotrot E = _aat rot B, (3.91)

pri ¢emer smo ponovno zamenjali vrstni red odvajanja na desni. Sedaj rot B izrazimo iz Ampero-
vega zakona:

_ 9 oF
rotrot E = —pupeg 5 3 (3.92)
Upostevajmo Se pravilo za dvojni vektorski produkt:
rotrotE =V x Vx E=V(V-E) - V?’E = —AE. (3.93)
Prvi ¢len je enak 0, sajje V- E = divE = 0 (sledi iz prvega zakona, saj je po = 0) in kon¢no
dobimo .
A E == l/l()g() ﬁ . (394)

Do sedaj smo Laplaceov operator uporabili le na skalarnih polji, v dobljeni enacbi pa deluje na
vektorsko polje. V tem primeru pa¢ pomeni, da enacba predstavlja tri enacbe. Za vsako kompo-
nento posebej velja:

*Ex °E °E;

0 ) d
AEx = }1080 - AEy = }1080 ~ v AEZ = ]1080

02t 92t F2 (3.95)

Preverimo, da je (3.94) res valovna enacba. Ravni val, ki se Siri v smeri osi x, zapiSemo kot
E.(x,t) = Egcos(wt — kx), (3.96)
pri Cemerje k = 27t/ A in w = 27v. Izra¢unajmo levo stran zadnje enacbe v (3.95):

B 0°E,(x,t)

_ 2
AE, = oy —(—k)“Eg cos(wt — kx) (3.97)

in Se desne:

_ 2
o T W Eq cos(wt — kx) . (3.98)
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| 1
c=4]/—, 3.99
oo (3.99)

Preverili smo — vsaj za ravni val —, da je (3.94) res valovna enacba za EM polje in hkrati izpeljali
izraz za hitrost EM valovanja (svetlobno hitrost), c = \/1/peo. V sploSnem velja, da je enacba
oblike

Enacba velja, ¢e je izpolnjena enacba

K = T w? ali

=&
Il

pri ¢emer je c hitrost valovanja.

. 1 Q%u(7t
Au(?,t) = = a<2t ) , (3.100)

valovna enacba in c hitrost valovanja.

3.9 Valovanje v snovi

3.9.1 Substancialni odvod

Opazujmo gibanje majhnega dela tekocine ali plina z maso m. Velja 2. Newtonov zakon, mi = E,
pri ¢emer je F vsota vseh sil, s katerimi okolica deluje na opazovani del tekoc¢ine. Poleg Newtono-
vega zakona velja Se ohranitev mase. Opazovani del tekocine se giblje naprej, zato moramo paziti,
da se Newtonov zakon nanasa res na isti del teko¢ine. Po ¢asu dt se premakne v novo tocko, za
katero velja 7(t + dt) = 7(t) + U dt. Pospesek zapisemo kot spremembo hitrosti

L dd G(F(t+db), t+dt) — 5(7, t

g 90 _ 9(F(t+dh) t+db) (7 t) (3.101)

dt dt

Spremembo hitrosti lahko zapiSemo tudi kot totalni diferencial funkcije treh krajevnih koordinat
in Casa:

dd(x,y,z,t) = g}idx—l— g;dy—l— gzzjdz%—gz;dt. (3.102)

V ¢asu dt se del teko¢ine premakne za
dx = v, dt, dy = v, dt, dz = v, dt, (3.103)

in totalni diferencial zapiSemo kot

07U 07 07U av] dt, (3.104)

did(x,y,z,t) = [vx % + vy @ + v, % + e

pri tem smo vy, ... pisali levo, saj hitrosti vy, ... ne odvajamo. Prve tri ¢lene lahko zapisemo kot
skalarni produkt dveh vektorjev:
R 00 00 0J7U o7 S o

dd(x,y,z,t) = [(vx,vy,vz) . (E)x’ @, az) } dt = [(v V)7 + ] dt. (3.105)

Konc¢ni izraz za pospesek je potemtakem
dd

a:a:( -V) 7

i)

+ - (3.106)
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3.9.2 Navier-Stokesova enacba

ZapiSimo Se silo na telo v neviskozni teko¢ini. Opazujmo majhen del tekocine v obliki kvadra
s stranicami dx,dy,dz. Silo tlak na levo ploskvico dydz zapisemo F = p(x,y,z)dydz, silo na
nasprotni ploskvici pa kot F = —p(x + dx, y, z)dydz saj sila kaZe v nasprotni smeri glede na prvo.
Vsota obeh sil ima smer osi x:

Fr = —(p(x+dx,y,2) — p(x,y,2))dydz. (3.107)

Sila je razlicna od 0, ¢e ima tlak na mestu x + dx drugacno vrednost kot na mestu x. Rezultat
delimo s prostornino dV = dx dy dz:

_ K plx+dyyz)—plxyz) _ dp
fe= dv dx - ox’ (3.108)

Podobno dobimo za komponenti v y in z smeri:

__9p _ 9
fy= 3y f. = 3 (3.109)

Na levi strani imamo komponente vektorja gostote sile, ki ga v kompaktni obliki zapiSemo kot
f=-— = —gradp. (3.110)

Ce Newtonov zakon md = F delimo z dV in upo$tevamo zgornja izraza za pospesek in gostoto

sile, dobimo
o [(77 V) G+ gﬂ = for —grad p. (3.111)

Dobili smo Navier-Stokesovo enacbo za gibanje tekocine brez trenja. (Dodali smo $e prostorsko
porazdeljene sile, na primer tezo, fpr = p §, pri Cemer je ¢ teZni pospesek.) Za popoln opis potre-
bujemo Se kontinuitetno enacbo

%‘t) = —divj = —div 7. (3.112)

Navier-Stokesova enacba je nehomogena PDE 1. reda in nelinearna.

3.9.3 Valovna enacba za zvok

Pri dovolj majhnih hitrosti, kakrsne se pojavljajo v zvoku, lahko v (3.111) zanemarimo nelinearni
¢len. Pri zvoku nihata tlak in gostota okoli ravnovesnih vrednosti

p=po+dp, op<Lpo, p=pot+op, op<po. (3.113)

Ce zanemarimo $e teZo, sledi iz (3.111) in (3.112)

—

[ ?; = —grad dp 9%p = —podivd. (3.114)
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Pri tem smo upostevali, da sta py in pg konstanta in ép < pg. Drugo enacbo odvajamo po ¢asu in
za parcialni odvod hitrosti po ¢asu vstavimo zvezo iz prve enacbe:

%5p U

S = P div 5 = divgraddp = Adp. (3.115)

Zvezo med spremembo tlaka in spremembo gostote izrazimo iz definicije stisljivosti yx:

AV op
- — T sy bp. 3.116
v % Xop ( )
Dobimo valovno enacbo 22
op 1
T —_— A 117
ot? XP0 % (3.117)

in iz (3.100) razberemo hitrost valovanja v snovi: ¢ = /1/xpo .



Poglavje 4

Verjetnostni racun in osnove statistike

4.1 Porazdelitve verjetnosti

Pri ponavljanju poskusa ne dobimo vedno enakega izida. Nakljugje je posledica bodisi zacetnih
pogojev, ki se od poskusa do poskusa spreminjajo, bodisi temeljnih zakon kvantne mehanike.
Koli¢ini, ki jo merimo, pravimo slucajna spremenljivka. Pri ve¢ini fizikalnih poskusov gre za zve-
zno spremenljivko, pri nekaterih poskusih pa spremenljivka zavzame le nekaj diskretnih vrednosti,
recimo pri metu kocke je moznih izidov 6; tedaj govorimo o diskretni spremenljivki.

V statistiki nas zanima verjetnost, da pri ponovitvi poskusa dobimo izbrani izid. Verjetnosti
za vse mozZne izide predstavimo v obliki porazdelitve.

4.1.1 Diskretne porazdelitve

Porazdelitev diskretne spremenljivke dobimo tako, za ponovimo poskus Z krat in prestejemo vse
izide, N, ko se pojavi vrednost x, k = 1,2,3,... K. (Pri kocki je x; = kin K = 6.) Tvorimo

_ N k=1,23,...K iN—Z (4.1)
pk_Z/ — LIy Iy, = k — . .
Vrednost pj interpretiramo kot verjetnost, da pri ponovitvi poskusa dobimo vrednost x. Velja
pr = 0, (4.2)
K 1 K
Zpkzzsz = 1. (4.3)
k=1 k=1

Z (4.3) je porazdelitev normirana.

Da bo nasa napoved dovolj zanesljiva, moramo napraviti ¢&im ve¢ poskusov. Pravo porazdeli-
tev bi dobili v limiti Z — oo.

Grafi¢no porazdelitev prikazemo s ,¢rtastim spektrom®, tako da pri vrednostih x; nariSemo
navpi¢no daljico z visino py.

4.1.2 Zvezne porazdelitve

Porazdelitev zvezne spremenljivke dobimo tako, da poskus ponovimo Z krat. Pois¢emo obmogje
(interval), znotraj katerega se pojavljajo vrednosti sluc¢ajne spremenljivke x. Interval razdelimo

49
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na K podintervalov Ax in prestejemo vse izide, Nj, ki padejo znotraj k-tega podintervala. Kot v
primeru diskretne spremenljivke tvorimo verjetnosti Apy = N/ Z in vpeljemo gostoto verjetnosti:

_Ape _ DNk

_ BPk _ k=123,.. K. 44
Yk=Ax T ZAx’ 123, (4.4)

Porazdelitev (4.4) prikaZemo s histogramom; stolpci z vi$ino wy in Sirino Ax se seveda med
seboj dotikajo.
Porazdelitev bo tem boljSa, ¢im ve¢ poskusov naredimo (Z — o0) in ¢im manj$e podintervale
vzamemo (Ax — 0). V tej limiti postane gostota verjetnosti zvezna funkcija
Ap(x) _dp
w(x) = lim —— = —. 4.5
(x) Ax—0  Ax dx *5
Gostoto w(x) interpretiramo takole: za dovolj majhen interval Ax je w(x)Ax verjetnost, da pri
ponovitvi poskusa pade vrednost slu¢ajne spremenljivke znotraj intervala x — 3Ax < x < x +
1
5Ax.
Ce nas zanima, kolik3na je verjetnost, da x pade v 8ir$i interval, recimo [a, b], moramo verje-
tnosti sesteti po vseh podintervalih znotraj intervala [a, b]. Pri zvezni verjetnostni gostoti vsota
preide v integral: verjetnost Ap je v tem primeru enaka

Ap = /ab w(x)dx. (4.6)

Nazorno je verjetnost enaka plos¢ini pod krivuljo w(x) na intervalu [a, b].

Funkcija w(x) je nenegativna, normalizacijsko zahtevo (4.3) pa v primeru zvezne porazdelitve
zapiSemo kot

ZApk:ZAATAx:ZkaxH/OO w(x)dx =1. 4.7)

Integracijske meje smo razsirili na celo os x; ¢e se vrednosti x pojavljajo le znotraj manjSega po-
drodja, velja, da je zunaj w(x) = 0.

4.1.3 Zvezne porazdelitve v vec razseZnostih

Opazujmo dogodek, pri katerem izmerimo vrednosti dveh spremenljivk, recimo x in y. To je na
primer lahko lega (tocka) v ravnini, kjer se je dogodil dogodek. Definicijsko podro¢je v ravnini
sedaj razdelimo na manjsa podro¢ja. To so lahko pravokotniki s $irino Ax in vis§ino Ay. Poskus
ponavljamo in prestejemo dogodke, ki padejo v k-ti pravokotnik. Izratunamo Apy = Ni/Z in
vpeljemo gostoto verjetnosti

_ Bpx
Wy — AxAy . (48)
V limit Z — oo, Ax — 0 in Ay — 0 dobimo za gostoto funkcijo dveh spremenljivk:
dp(x,
w(x,y) = M (4.9)

dxdy

Verjetnostno gostoto interpretiramo podobno kot v enorazseznem primer: w(x,y)AxAy je verje-
tnost, da pri poskusu zavzame spremenljivka x vrednost v intervalu x — 3Ax < x < x + fAx in
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hkrati spremenljivka y vrednost v intervalu y — 1Ay < y < y + 3Ay. To velja, e sta intervala
dovolj majhna. Ce sta intervala vegja, pa je

b pd
Ap = / / w(x,y)dxdy
a c

verjetnost, da pade x znotraj intervala [a, b] in hkrati y znotraj [c, d].
Gostota je normirana z zahtevo

/ / (x,y)dxdy = 1. (4.10)

Ce nas zanima le verjetnostna porazdelitev po x in nam je vseeno, kolikéno vrednost zavzame
y, velja
[e0]
w(x) = /_oo w(x,y)dy.
Rezultat lahko enostavno posplo$imo na 3 in vecrazsezne porazdelitve

Api dp(x,y) _
AxAyAz - dxdydz w(xy,2). (411)

wy =

4.2 Povprecja

4.2.1 Diskretne porazdelitve

Pri Z ponovitvah poskusa izratunamo povprecno vrednost spremenljivke kot

1 Z
==Y x, 4.12)

Z i=1

pri emer i Steje zaporedne poskuse. Ce je Z zelo velik, je takden nacin zelo zamuden. Zato raje
Stejemo, koliko krat pade x1, kolikokrat x; ... xg, in tvorimo vsoto

1 1 &
== (N1x1 + Npxy +...) = > Y Nex, (4.13)

pri ¢emer k oznacuje razli¢cne moZne izide poskusa. Pri metu kocke so mozni izidi x; = 1, xp = 2,
.. X¢ = 6, torej kar x; = k. Upostevamo (4.1) in dobimo

K
t= ) PrXk. (4.14)

Povprecje funkcije spremenljivke x izra¢cunamo podobno:

- 1 Z K K
- L) = 7 2 Nefl) = L (o). @15)
i=1 k=1 k=1

Posebej so zanimivi momenti porazdelitve:
M, = x" —x", (4.16)

med katerimi je najpomembnejsi efektivni odmik, standardna deviacija ali efektivna napaka meritve o

?=x2—i2. (4.17)
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4.2.2 Zvezne porazdelitve

Pri poskusu, pri katerem spremenljivka (x) zavzame poljubne vrednosti znotraj nekega obmocja,
izide Stejemo po intervalih Ax, na katere smo obmocje razdelili. Ce so intervali dovolj majhni,
lahko povpre¢no vrednost dobimo podobno kot prej:

K K
2 Z Nk X = Z Apk Xk, (418)
k=1

pri ¢emer je xj kar vrednost x na sredini k-tega intervala. Verjetnost py izrazimo z gostoto verje-
tnosti: w(xg) = Apg/Ax in dobimo

K
=) Aw(xe) Axxg. (4.19)
k=1

V limiti Ax — 0 preide vsota v integral

X = /_0:0 xw(x)dx. (4.20)
Za poljubno funkcijo f(x) pa
flx) = /jof(x) w(x)dx. (4.21)
Efektivni odmik ¢ dobimo kot
c=\/x2-x2, ?:/j;xzw(x)dx. (4.22)

4.3 Tri posebne verjetnostne porazdelitve

4.3.1 Enakomerna

Pri enakomerni diskretni verjetnostni porazdelitvi velja p; = p» = ... = px = konst. Vrednost
konstante dobimo iz pogoja (4.3):

K K
1
=konst) 1=konstK=1, konst = — . 4.23
) P )» 2 (4.23)
Pri (,,pravi¢ni”) igralni kocki je K = 6 in verjetnosti p1 = po = ... = ps = %. Povprecno

vrednost dobimo kot

1

6
Z -~ (14243+4+5+6) = (4.24)

0\ \
O\

6
s Z pi X
k=1

in povpregje x?

. 6

i e

—_

6
91
Z — 1+4+9+16+25+36):Z (4.25)

?\“N

O\\)—‘
(o)}
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ter
— 91 49 35 105
2 = 2 _ 72 = — — — = — = —
o =x*—X c 1 1 log c (4.26)
Pri enakomerni zvezni verjetnostni porazdelitvi velja w(x) = konst na intervalu [a,b] in iz

pogoja (4.7) sledi

b b
/ w(x)dx = konst/ dx =konst(b—a) =1, konst = LI , (4.27)
a a b—a L

pri ¢emer smo z L oznacili dolZino intervala. O enakomerni porazdelitvi je v tem primeru smiselno
govoriti le v primeru kon¢nega obmocja vrednosti spremenljivke.

Za povprecno vrednost dobimo

_ b 1 b —a> a+b
x—/u xw(x)dx—b_a/a xdx—z(b_a)— 5 (4.28)

Pri enakomerni zvezni verjetnostni porazdelitvi v dveh razseZnostih, w(x, y) = konst, dobimo

// w(x,y)dxdy = konst // dxdy = konst // dS =konst S, konst = % . (4.29)
S S s

pri tem je S plos¢ina obmodja, na katerem je definirana porazdelitev.
Primer: DeZne kapljice padajo enakomerno v posodo s polmerom R. Gostota porazdelitve

deznih kapljic po ploskvije w = dp/dS = 1/7R>.

Pri enakomerni zvezni verjetnostni porazdelitvi v treh razseznostih dobimo w = dp/dV =
1/V.
4.3.2 Eksponentna

Za verjetnostno gostoto velja
w(x) = Ae ™, x>0, (4.30)

in 0 za negativne x. Konstanto A dobimo iz (4.7):
[0 (o) _/\x A
/ w(x)dx:A/ eMdr=2=1, A=A. 4.31)
0 0
Hitro se lahko prepricamo, daje ¥ =1/Ainc = 1/A.

4.3.3 Gaussova

Verjetnostno gostoto zapisemo kot

Wi (x) = —2 e (e R/20? (4.32)

V2o

Porazdelitev ima znacilno zvonasto obliko z vrhom pri ¥ in 8irino na polovi¢ni visini 20. Ce pove-
¢ujemo o se porazdelitev Siri, vrh pa niZa obratno sorazmerno s ¢. Porazdelitev je Ze normirana.
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4.4 Transformacije spremenljivk

Imamo porazdelitev po izbrani slucajni spremenljivki, Zeleli pa bi dobiti porazdelitev po neki
drugi spremenljivki, ki je povezana s prvo. Izmerili smo na primer porazdelitev svetlobnega toka
po valovnih dolzinah A, Zeleli pa bi dobiti porazdelitev po frekvencah v, v = c/A. Pri drugem
primeru spus¢amo kroglico z visine / in merimo porazdelitev po ¢asih padanja ¢, radi pa bi dobili
porazdelitev po g = 2h/t2.

V splodnem lahko zapiSemo

dx
dy

_dp _dp

_dp

=4 (4.33)

dy -1
dx
Pri tem smo odvod x po y zapisali z absolutno vrednostjo, saj mora biti porazdelitev nenegativna .
Tretji izraz smo zapisali za primer, ko je lazje odvajati drugo spremenljivko po prvi spremenljivki.

Pri merjenju teZnega pospeska g spus¢amo kroglico z visine / in merimo ¢as padanja t. 1z-
merimo porazdelitev po izmerjenih ¢asih. Gostoto porazdelitev aproksimiramo kar s konstanto v
intervalu [ty, t;]. Iz zahteve po normalizaciji sledi w(t) = 1/(t, — t1). Zanima nas, kak3na je v tem
primeru porazdelitev po pospeskih, g = 2h/t?. Uporabimo zvezo (4.33): w(g) = w(t)|dt/dg| .
Veljat = /2h/gin dt/dg = —%\/ﬂg_wz. Predznak — pride zato, ker se ¢ zmanjsuje, ko se ¢
povecuje. Dobimo

1 V2h 5

d
w(g) =00 | 3| = oy a8 @3

Preverimo, ¢e je dobljena porazdelitev normirana. Porazdelitev integriramo od najmanjsega g, ki
ustreza najve¢jemu ¢asu tp, do najvecjega g, ki ustreza t;:

/gl 1 \/ 32 1 V2h —1/2 o
g 2

Cw@dg = s g = 2 28 .

- tz—tl <\/; \/;> tz—tl) (h—t)=1. (4.35)

Za dezne kapljice, ki enakomerno padajo v valjasto posodo s polmerom R, smo izpeljali go-
stoto w(S) = 1/R?. Ce nas zanima porazdelitev po oddaljenosti od sredis¢a posode 7, velja

ds 1 2mrdr  2r
wr)=w(S) L =5 ~re (4.36)

Vidimo, da je najvecja verjetnost, da kapljice padajo na rob posode pri r = R. Hitro se Se prepri-
¢amo < 5
2 R

/O w(r)dr = R2/ rdr == = =1. 4.37)

4.5 Binomska porazdelitev

Pri poskusu nas zanimata le dva moZna izida: da se izbran dogodek zgodi ali pa se ne zgodi. Pri
metu kocke je lahko izbrani dogodek met Sestice. Verjetnost za izbrani dogodek naj bo p (1/6 pri
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metu kocke), verjetnost za kateri koli drugi dogodek pa g = 1 — p (5/6 pri kocki). Zanima nas
verjetnost, da se pri Z ponovitvah poskusa izbrani dogodek dogodi N krat.

Do odgovora pridemo z naslednjim razmislekom. Najprej se vprasajmo, kolik$na je verjetnost
za izbrano zaporedje dogodkov, pri katerem se najprej N krat zgodi izbrani dogodek, nato pa
se Z — N krat ne zgodi. Verjetnost za ve¢ dogodkov je kar produkt verjetnosti za posamezen
dogodek: da se zgodi enkrat je p, dvakrat je p?, trikrat p® ... in N krat p". Podobno je verjetnost,
da se Z — N izbrani dogodek ne zgodi, 3~ skupna verjetnost pa

p=pNg?t N, (4.38)

Rezultat moramo pomnoZiti e s Stevilom vseh moZnih razporedov dogodkov, pri katerih se iz-
brani izid pojavi pojavi N krat. Problem je enak problemu iz kombinatorike, pri katerem razpo-
rejamo N enakih kroglic na Z moznih mest (seveda mora biti Z > N). To pa je ravno Stevilo

kombinacij brez ponavljanja:
= (L) (4.39)
Z7\N) NY(Z-N)! '

Tuje <£) binomski koeficient, ki ga sre¢amo v formuli

zZ_ 7 71, 2% 7.0, Z\ 7 NN z 2 (Z\ 7 NN
(a+b)*=a"+Za b—|—7a b2+ 4 N) @ N 4p :Z L pN

N=0
(4.40)
Binomske koeficiente lahko izra¢unamo po formuli (4.39) ali pois¢emo v Pascalovem trikotniku:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
Konc¢ni rezultat je binomska ali Bernoullijeva porazdelitev:
P% = z pNg? =N, (4.41)
N
Porazdelitev je Ze normirana
Lz L (Z\ N z-n Z _qZ
I\;OPN:Z\;()(N)p g =(p+g)=1"=1. (442)

Pri ra¢unanju povprecne vrednosti si pomagamo s trikom. Namesto p piSimo Ap, pri ¢emer je
A parameter, ki ga bomo na koncu ra¢una postavili na 1. Povpre¢na vrednost je definirana kot

vo= ons= Y N(L) e =ad v (L) owre
e R N dA = \N

A=1 A=1
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Z/N| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 |1
1|1 1
2 |1 2 1
3 /1 3 3 1
4 |1 4 6 4 1
5 /1 5 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
7 |1 7 21 3 3 21 7 1
8 |1 8 28 5 70 56 28 8 1
9 |1 9 3 8 126 126 8 3 9 1
10 |1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
= A ;A(,\pﬂ)z A_lz/\Zp(/\p—i—q)Zl‘A_l:pZ, (4.43)

kar bi lahko Ze vnaprej uganili. Precej bolj zahteven je izrac¢un napake ¢. Ponovno si pomagamo
z opisanim trikom. Drugi odvod po parametru A izra¢unajmo na dva nacina

2 Z Y4
Jo L () o] = (1) N

=0 A=1 N=0 A=1
Z 7 . _
= Y (N*-N) <N> pNg? N=N2_-N. (444)
N=0

Po drugi strani, pa je izraz na levi odvod binoma:

42 _ .
<o ()| =2Z-1)p (Ap+9)” Z‘H = (222 — Zp?) 1272 = Z2p> — Zp*  (4.45)

Ko izena¢imo oba kon¢na izraza in upostevamo pZ = N, dobimo

N2 - N?=N —p*Z = pZ — p*Z = pqZ (4.46)

c=1\N2-N2=./pqZ. (4.47)

Zgled: Vrzimo 10 krat kovanec in pois¢imo porazdelitev po Stevilo izidov, ko je padla cifra. V
tem primeruje Z =10, p =g = % in

_ 10 N{10—N 10
P 1°=<N>% 7= (N) 1 =1s (V) (4.48)

in
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Binomske koeficiente razberemo kar iz zadnje v vrstice v tabeli; rezultat je porazdelitev, sime-
tri¢na okoli N = 5. Prav tako je 5 povpre¢na vrednost in ¢ = 4/ %%10 = /10/2 ~ 1,58. Sirina
porazdelitve je torej enaka 20 ~ 3,2, o ¢emer se lahko prepri¢amo, ¢e porazdelitev nariSemo.

Ce nas zanima, kolikna je verjetnost, da pade cifra vsaj 7 krat, moramo sesteti verjetnosti da
pade 7, 8, 9 in 10 krat, torej:

10
_ 1 176 ..
P11\1027 — NZ7 PI%T 10 _ 1024, (120 +45+ 10+ 1) = @ ~ 17 %. (449)

4.6 Poissonova porazdelitev

Formalno dobimo Poissonovo porazdelitev kot limito binomske ko gre Z — oo in p — 0, a tako,
da ostane povpreéna vrednost N = pZ kon¢na. Namesto z dvema (neodvisnima) parametroma p
in Z je porazdelitev dolo¢ena z enim samim parametrom N.

o\ N Z—N
g Z! N N
N :
Py _zhirio N!(Z — N)! <Z> (1 Z) ’ (4:50)

pri ¢emer smo za p vstavili p = N/Z. Uporabimo Stirlingovo formula za izra¢un fakultete velikih
Stevil in z nekaj napora dobimo
NN
Pﬁ =N
N!
Spremenljivka N lahko zavzame vsa naravna Stevila in 0. Hitro se lahko prepri¢amo, da je poraz-
delitev normirana

(4.51)

OOPN— wy NN 14N+ ix2e LRg =1 452
NZON_e NZ_;O—!—e +N+ SN+ SN ) =1, (4.52)

saj smo v oklepaju dobili ravno vrsto za eksponentno funkcijo eV. Za napako (standardno devia-

cijo) dobimo
o= Zlim VP9Z = VN (4.53)
— 00

saj gre v tej limitig — 1in pZ — N.

Poissonova porazdelitev je ena temeljnih porazdelitev v fiziki in statistiki; navedimo tu zgled
iz vsakdanjega Zivljenja. V tabeli LPP preberemo, da avtobus vozi na vsakih 5 min. 1z vsakdanjega
izkustva pa vemo, da avtobusi na postajo ne prihajajo enakomerno v predpisanih intervalih, pac¢
pa precej slu¢ajno. Ce torej na postaji stojimo pol ure, bi teoreti¢no nasteli 6 avtobusov, v praksi pa
najbrz temu ne bi bilo tako; 6 lahko interpretiramo kot povprecno Stevilo avtobusov. Fizik bi lahko
vpeljal tok avtobusov kot $tevilo avtobusov, ki v povpre¢ju pride na ¢asovno enoto, & = N/t. V
nasem primeru bi bil tok 12/h ali 0,2/min. Stevilo avtobusov, ki jih lahko pri¢akujemo v asu
t, izra¢unamo kot N = ®t. V 12 min bi tako recimo dobili dobili N = 2,4, kar interpretiramo
kot povprecno stevilo. Kaj pa, ¢e je ¢asovni interval zelo kratek? V 1 minuti bi dobili 0,2 avtobusa,
¢emur bi teZko rekli povprecno Stevilo. V tem primeru rezultat raje interpretiramo kot verjetnost,
da v ¢asu ene minute pride avtobus. To ni ¢isto res, saj bi se lahko zgodilo, da bi v tem ¢asu prisla
dva avtobusa, ali celo trije. A ¢e gremo k zelo kratkim ¢asom, ko je verjetno Ze znatno manjsa od
1, lahko moZnost vec¢jega Stevila avtobusov odmislimo.
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Denimo, da nas zanima porazdelitev po Stevilo avtobusov v primerno dolgem ¢asovnem in-
tervalu t. Do porazdelitve pridemo tako, da si mislimo ¢asovni interval t razdeljen na Z zelo
kratkih ¢asovnih intervalov At = t/Z. Potem lahko izraz ®At = At/ty = p interpretiramo kot
verjetnost, da se zgodi izbrani dogodek, tj. prihod avtobusa v ¢asu At. Cakanje na avtobus smo
torej razstavili na zaporedje Z dogodkov; pri dogodku bodisi dobimo Zeleni izidi (avtobus pride)
z verjetnostjo p ali pa se to z verjetnostjo 4 = 1 — p ne zgodi. Porazdelitev je torej binomska. Ker
pa Zelimo imeti ¢im krajSe intervale (da bo interpretacija z verjetnostjo smiselna), gre p — 0 in
hkrati Z — oo in binomska porazdelitev preide v Poissonovo (4.51).

V fiziki sre¢amo podoben problem pri radioaktivnih razpadih. Jedra radioaktivnih atomov raz-
padajo povsem sluc¢ajno; namesto o toku v primeru avtobusov, tu govorimo o aktivnosti, A = N/t,
tj. Stevilu razpadov v ¢asovni enoti. Aktivnost je odvisna od velikosti vzorca ter od vrste jedra.
Tudi v tem primeru je Stevilo razpadov v izbranem ¢asu t porazdeljeno po Poissonovi porazdelitvi
s povprecnim Stevilom N = At.

Denimo, da nas zanima, kolik$na je verjetnost, da avtobusa ne bo treba ¢akati vec¢ kot 7 minut.
V tem primeru je N = t/ty = 1,4 in verjetnost, da v tem ¢asu pride avtobus

i N
PY_, = T e N =14e1%=0345. (4.54)
A seveda to ni edini ugodni izid. Za nas je ravno tako ugodno, ¢e v tem ¢asu pride 2, 3, 4, ...
avtobusov; torej moramo sesteti vse verjetnosti tja do neskonéno:

N = NV g
N=1 :

(4.55)

Seveda bomo racunali le do ¢lena, ko pade verjetnost na primerno majhno vrednost, a kljub temu
utegne biti takSen ra¢un zamuden. Pomagamo si z razmislekom: ¢e bi imeli v vsoti $e ¢len z
N = 0, bi bila to ravno normalizacijska vsota (4.52). Zato velja (N° = 1in 0! = 1):

PYoy=1-P_y=1-eN=0753. (4.56)

4.7 Prehod na Gaussovo porazdelitev

Ceje Z zelo velik, je tezko izratunati binomske koeficiente. Pomagamo si lahko na dva naéina:

p < 1 v tem primeru binomska preide v Poissonovo in ra¢unamo s Poissonovo,

N > 1 v tem primeru tako binomsko kot Poissonovo nadomestimo z Gaussovo porazdelitvijo:

Z 1 _(N_N)2 2 _

PP~ e (N-N)/20% N=vZ, o= 1-p)Z,

N \/EO' 4 P( P)

PN =~ U ev-mpt o /R, (4.57)

V2o

pri ¢emer si diskretno binomsko ali Poissonovo porazdelitev predstavljamo kot porazdelitev
po zvezni spremenljivki N, sestavljeno iz stolpcev z visino Py in Sirino 1 (AN = 1). Vrednost
za izbran N pripiSemo sredini stolpca, torej stolpec sega od N — 1 do N + 3.
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Ce nas zanima verjetnost za N v intervalu [Ny, NoJ:

Pny<n<nN, = Z Py, (4.58)

vsoto prevedemo na integral Gaussove funkcije. Zahtevamo, da je plos¢ina pod stolpci, ki ustre-
zajo intervalu [Nj, N], enaka plos¢ini pod Gaussovo funkcijo. Ker obravnavamo N kot zvezno
spremenljivko, moramo upostevati, da integracijske meje tecejo od zacetka prvega stolpca pri
N; — § do konca zadnjega stolpca pri N, + 3:

Nz+% 1
Nﬁ% V2o

Integral Gaussove funkcije ni elementarna funkcija. Njene vrednosti najdemo v tabeli. Tabelirana
je funkcija

e (N-NZ22 qN | AN =1. (4.59)

N
) PyAN =
Ny

1 t2
o (x) / (4.60)
V integralu (4.59) uvedemo novo spremenlpvko t = (N — N)/c in dobimo
1
Nt+3 1 )2 /002 1 *2
~(N-N)2/202 g — / — ®(xy) — @ 4.61
e x x1), .
Nl—% \/27TU \/27'[ X1 ( 2) ( 1) ( )
N —-1-N N+ L1 - N
X=—2 = Xy = 2—'—72 (4.62)
o4 o4
Ker je funkcija tabelirana le za pozitivne x, moramo upostevati Se
P(—x) = —D(x) (4.63)

Zgled: Verjetnost, da Student pade na izpitu pri predmetu A je 20 %. Kolik$na je verjetnost, da
od 30 studentov, ki pride na izpit, izpit naredi vsaj 21 studentov.

Gre za binomsko porazdelitev s Z = 30 in verjetnostjo p = 0,2, da izpita Student ne naredi.
Zanima nas verjetnost, da 9 ali manj studentov pade:

9

Z, 30 _

PNEo = ), ( N) pr(—p)* Tt (4.64)
N=0

Vsoto lahko izracunamo le s pomocjo ra¢unalnika in dobimo

Z
Pty =10,938. (4.65)

Ker je p pa sorazmerno majhen, lahko poskusimo do rezultata priti tako, da uporabim namesto
binomske porazdelitve Poissonovo z pZ = N = 6:

- 9 N
_ 6 36 216
Pty m Pyy” =e® ) <1 6+ T ) =0,916, (4.66)
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kar je kar zamudno. Poskusimo $e s prevedbo na Gaussovo, pri tem te¢e N od —3 do 93. Izratu-
najmo
~ —05-6 95—-6

N=6, oc=4/p(l—p)Z=219, xl—le——Z,97, Xy = 219 =160,

P{Yy ~ ©(1,60) — ©(—2,97) = (1,60) + @(2,97) = 0,452 + 0,4986 = 0,9438. (4.67)

Napovedi se razlikujeta skoraj za 3 %, Gaussova aproksimacija je bliZe pravi vrednosti, kar po-
meni, da pri p = 0,2 Poissonova porazdelitev ni zelo dobra aproksimacija binomske porazdelitve.

0.2 T T T T T T T T

018 L binomska [__] |
0.16 |71ﬁ\ Poissonova -
0.14 |- Gaussova _
0.12 + 7 Xv -
0.1 + -

0.08 |- -

0.06 |- -

0.04 |- -

0.02 |- -
0 |

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

4.8 Porazdelitev x>

4.8.1 Primerjava izmerjene in teoreti¢ne porazdelitve

Pri poskusu z igralno kocko smo izmerili porazdelitev verjetnosti za posamezne izide. Verjetnosti
Pk = 1,...6 se med seboj razlikujejo. Zanima nas, ali so razlike le posledica statisti¢nih od-
stopanj, ali pa lahko na podlagi meritve trdimo, da kocka ni ,pravi¢na” in so nekateri izidi bolj
verjetni kot drugi.

Pri statisti¢nih odstopanjih pri¢akujemo, da bo Stevilo ponovitev izbranega izida znotraj inter-
vala +0 okoli povpre¢ne vrednosti, dolotene z Ny = piZ. Pri 120 ponovitvah bi bila pricakovana
povpreéna vrednost 20, odstopanje pa o = /pqZ = 4,10. Ce bi torej dobivali rezultate v intervalu
med 16 in 24, vsekakor ne bi mogli trditi, da kocka ni pravi¢na. Tudi ¢e bi bila odstopanje pri
katerem od moZnih izidov nekoliko ve¢ja, bi to Se vedno ne bil razlog, da bi spremenili mnenje. V
primeru zelo velikih odstopanj, pa bi najbrz Ze lahko trdili da kocka ni pravi¢na.

Zeleli bi dobiti kvantitativni kriterij, na podlagi katerega bi lahko dali bolj zanesljivo oceno.

Za kriterij izberemo Stevilo, imenujemo ga hi kvadrat, ki je vpeljemo kot

K N _N 2
xzzﬂi( L o, (4.68)
k=1 Tk

pri Gemer so Ny izmerjene vrednosti, Ny pa teoreti¢ne vrednosti, ki smo jih dobili na podlagi neke
predpostavke ali modela — recimo predpostavke, da je igralna kocka pravi¢na. Dobro ujemanje
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pomeni, da so odstopanja od teoreti¢ne vrednosti le statisticna. Tedaj lahko dobimo grobo oceno
tako, da $tevce v ¢lenih vsote (4.68) nadomestimo z njihovo povpreéno vrednostjo, (N — Ny)? =~
U,%. Potem je vrednost izraza (4.68) kar enaka stevilu K.

Pri bolj natan¢ni oceni moramo upostevati, da Ny med seboj niso neodvisni, saj so povezani z
enatbo YK | Ny = Z. V tem primeru je povpretna vrednost x? pri statisti¢nih odstopanjih enaka
K — 1. Stevilo K — 1 = f (namesto f pisemo tudi v) je Stevilo neodvisnih prostostnih stopenj. V
splosnem je enako Stevilu spremenljivk zmanjSanem za Stevilo enacb (vezi), ki povezujejo spre-
menljivke.

Koliko sme vrednost x? odstopati od povpre¢ne vrednosti f, da lahko odstopanja e progla-
simo za statisticna? Ce bi meritev velikokrat ponovili (velikokrat bi na primer po 120 krat vrgli
kocko), bi dobili porazdelitev po $tevilu x?. Porazdelitev je odvisna od enega samega parametra,
in sicer §tevila prostostnih stopenj f. Verjetnostna gostota, ki ustreza porazdelitvi x?, ima zna-
¢ilno zvonasto obliko in je pri velikem Stevilu prostostnih stopenj vedno bolj podobna Gaussovi
porazdelitvi z vthom pri f in 8irino 0,2 ~ /2f — 1

1 f/2—1,—x/2
X e , x>0
2f/2r(§)

0 x <0

Za dobro ujemanje je potemtakem smiselno proglasiti vse izide, ki padejo v primerno izbran

0.10

Slika 4.1: Verjetnostna gostota
porazdelitve x?(f) za vredno-
sti f 6, 10, 20 in 30. Crtkano
je narisana Gaussova gostota, ki
ustreza vrednosti f = 30.

0.05

T T [ T T T T T T T
/2 T T I T TR T N AN T N

5 10 15 20 25 30 35 2

interval okoli vrha, na primer v interval [f — 20,2, f + 20,2]. Verjetnost, da pri odstopanjih, ki so
le statisti¢na, pade vrednost x? znotraj tega intervala, je 95 %. (Pri tolerantnejsem pristopu lahko
dopustimo Se nekoliko $irsi interval, na primer deviacijo v okviru 30;2.)
Kaj pa, ¢e nasa vrednost ne pade znotraj tega intervala? MoZnosti sta dve:
e x?je znatno vedji, potem
- funkcija oz. fizikalni model ni dober,

- ali pa so napake izmerkov slabo ocenjene; v resnici so veliko vecje,

e x?je znatno manjsi, potem
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- utegnejo biti napake izmerkov slabo ocenjene; v resnici so veliko man;jse,
— ali pa so bili izmerki — blago re¢eno — prilagojeni modelu.

Zavedati se moramo, da dobro ujemanje Se vedno ne pomeni, da je fizikalni model pravilen. Pri
bistveno bolj natan¢ni meritvi bi se prav lahko pokazalo, da je model napacen. Seveda, od stati-
stike ne moremo in ne smemo pricakovati, da bi nam nedvoumno povedala, ali je model pravilen.
Da dobimo smiseln odgovor moramo pravzaprav vprasanje obrniti drugace: ali obstaja statisti¢no
utemeljen razlog, da model lahko zavrzemo? Pritrdilnemu odgovoru na takSno vpraSanje prire-
dimo doloc¢eno zanesljivost, p = 1 — ¢, pri &emer je ¢ verjetnost, da x? zavzame vedjo vrednost od
neke mejne vrednosti, 7(2 = h, torej

c= /hoo Wya(f)(x) dx . (4.70)

Nazorno nam ¢ predstavlja plos¢ino osencenega lika pod krivuljo na sliki.

Vrednost ¢ lahko interpretiramo kot verjetnost, da so kljub velikemu izmerjenemu x? odsto-
panja $e vedno slucajna (statisticna). Pri zelo majhnih izmerjenih X2, ko je ujemanje pretirano
dobro, sta interpretaciji p in ¢ zamenjani. S p torej merimo zanesljivost, s katero model zavrnemo;
¢e modela ne moremo zavrniti, pa vrednosti p nikakor ne smemo in ne moremo interpretirati kot
verjetnost, da je model pravilen. Model je prav lahko popolnoma napacen, tudi &e je izmerjeni x?
— pac slu¢ajno — manjsi od Stevila prostostnih stopen;.

Zanesljivost p (oziroma c) pogosto predpiSemo vnaprej: kot kriterij za zavrnitev modela vza-
memo p = 0,95, 0,99 ali 0,999. V primeru vedjega Stevila prostostnih stopenj, ko porazdelitev
lahko nadomestimo z Gaussovo, ustreza 95 % zanesljivosti interval [f — 20,2, f + 20,2], intervalu
[f — 3052, f +30,2] pa priredimo zanesljivost 99,7 %.

Zgled Pri 120 metih kocke smo dobili naslednje izide 30, 20, 15, 10, 15, 20 za vrednosti 1, 2, 3, 4,
5, 6. Postavimo t.i. nicelno hipotezo: izmerjena odstopanja so le posledica statisticnih napak zaradi
majhnega vzorca. Zanima nas, ali lahko ni¢elno hipotezo zavrnemo z verjetnostjo 95 % (99 %).
[zratunamo Ny =20,k=1...,6,f =6—1=5:

6 _
Z N" 20 = 12,5.

V Tabeli I1I za 95 % zanesljivost velja c = 1 — 0,95 = 0,05 in ugotovimo, da je mejna vrednost x? pri
f = 5 enaka 11,07. Ker je nasa vrednost vecja od te vrednosti, lahko nicelno hipotezo zavrzemo z
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verjetnostjo 95 %. Kako pa je z 99 % zanesljivostjo? V tem primeru je ¢ = 0,01 in je mejna vrednost
15,09, kar je ve¢ od izmerjene vrednosti. Nicelne hipoteze s toliksno zanesljivostjo ne moremo
zavrecdi.

4.8.2 Primerjava dveh izmerjenih porazdelitev

Pogosto bi radi ugotovili, ali se dve izmerjeni porazdelitvi razlikujeta le zaradi statisti¢nih napak,
ali pa so razlike toliksne, da lahko s precejSnjo zanesljivostjo trdimo, da sta porazdelitvi razli¢ni.
Primerjamo recimo uspeh ucencev v dveh razredih tako za vsak razred izracunamo porazdelitev
ucencev po ocenah od 1 do 5. V tem primeru tvorimo

K K

Z Nk - N¢)?

k; NA+NB

(4.71)

4.8.3 Preverjanje modelov pri merjenjih

Denimo, da merimo odvisnost med dvema fizikalnima koli¢inama x in y, in bi radi preverili, ¢e se
izmerjena odvisnost ujema s teoreti¢no napovedjo y = f(x), kjer je f znana analiti¢na funkcijska
odvisnost (recimo premica f(x) = kx + n). Tudi v tem primeru si pomagamo z enakim kriterijem,
kot pri primerjanju izmerjene in teoreti¢ne porazdelitve. Tvorimo

N 2
= (vi _fz(xl)) . (4.72)
i=1 vi
Tuje f = N — M; N je Stevilo meritev, M stevilo prostih parametrov v funkcijski odvisnosti (M = 2
V primeru premice) in ¢; napaka odvisne spremenljivke y;.
Zgornje formulo lahko uporabimo za dolocitev merskih napak. Denimo, da merskih napak ne
poznamo, verjamemo pa, da so odstopanja od modela le statisti¢na. Ce e predpostavimo, da so

vse napake enake: 0; = 0,1 = 1,... N, lahko hitro dobimo oceno za napako ¢

2
iz N —-N-M, o= \/ZiN—l gf’]"__]\f;(xi)) . 4.73)
i=1
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